ANALYSE : Valeurs intermédiaires et bijection

1) Théorème des valeurs intermédiaires :

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. a et b sont deux réels de I et a<b ; 
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 compris entre f(a) et f(b), il existe un réel c compris entre a et b tel que 
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Mots-clef : suites, continuité, suites adjacentes, dichotomie

Démonstration :

On peut supposer que 
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 ( la démonstration est similaire dans le cas contraire ) et soit alors k tel que 
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. On va créer deux suites qui vont converger vers une limite c .

Soit 
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· Si  
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, on pose 
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· Si  
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, on pose 
[image: image11.wmf]00

1

2

ab

b

+

=

 et 
[image: image12.wmf]10

aa

=


Dans les deux cas, 
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On définit alors les suites 
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de manière récurrente par :
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· Si  
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, on pose 
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· Si  
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1) Montrons par récurrence que 
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· La propriété est vraie pour n=0 car 
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· Soit n quelconque ; supposons que 
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· Montrons que 
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  ou bien 
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   grâce à l’hypothèse de récurrence
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On vient donc de démontrer par récurrence que 
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2) Montrons que la suite (an) est croissante 
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( question 1 ) 

ou bien  
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dans les deux cas, 
[image: image37.wmf]1

0,0

n

n

naa

+

"³-³

 CQFD      

3) Montrons que la suite (bn) est décroissante 
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ou bien 
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dans les deux cas, 
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4) Montrons par récurrence que 
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· La propriété est vraie pour n =0 d’après les hypothèses : 
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· Soit n un entier positif quelconque. Supposons que 
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· Montrons que 
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Deux cas sont à envisager :

1) Si  
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 d’après l’hypothèse de récurrence.

2) Si  
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 d’après l’hypothèse de récurrence 
Dans les deux cas, on a montré le résultat souhaité ; grâce au RPR (raisonnement par récurrence), on a 
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Conclusion : de manière évidente, 
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 ; les suites 
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 sont deux suites adjacentes qui admettent donc même limite que l’on appellera c.

D’après la continuité de f sur I, 
[image: image61.wmf],()()

nn

acfafc

®Þ®

 ; de même 
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. et les suites f(
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) et f(
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) sont convergentes vers  f(c ). D’après le théorème des gendarmes, k=f(c ).

J’espère que mes collègues ne m’en voudront pas du glissement silencieux et sémantique sur la continuité de f qui « implique » que les suites  f(
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Ce théorème prouve non seulement que l’équation f(x)=k admet au moins une solution sur I, mais de plus elle fournit un moyen efficace de trouver une valeur approchée d’une solution. Cette méthode appelée dichotomie n’est pas très rapide, à chaque itération, on divise l’encadrement en 2 !

2) Théorème de la bijection :

Soit f une fonction définie, continue et strictement croissante sur un intervalle I. a et b sont deux réels de I et a<b ; 
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 compris entre f(a) et f(b), l’équation  
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 admet une solution unique dans [a,b].

Démonstration :
EXISTENCE : elle provient du théorème précédent.

UNICITE : Supposons qu’il existe deux réels c et d tels que f(c )=f(d)=k , c et d différents.


Si c<d, alors f(c ) < f(d) car f est strictement croissante et on aurait k < k


Si d<c, alors f(d) < f(c ) car f est strictement croissante et on aurait k < k

L’hypothèse de départ est donc fausse et par conséquent c=d. Donc il n’existe qu’une seule solution à l’équation f(x)=k si k appartient à [f(a) ;f(b)].
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