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En 2006, un probabiliste recoit pour la premiére fois une médaille Fields.
Il s'agit du francais Wendelin WERNER. Voici comment il décrivait ses tra-
vaux : « Take scissors and cut completely at random a shape in a piece
of paper. What can you say about this shape ? Part of the question is to
make sense of notion ‘completely at random” because there are infinitely
many possibilities. One motivation to study this type of question comes
from physics : If you consider a physical system and raise its temperature,
then at certain values of the temperature, there occurs sudden change of its
macroscopic behaviour : Liquid becomes vapour, iron looses its spontaneous
magnetisation etc. It has been observed empirically that when a system is
exactly at such a ‘critical” temperature, it can exhibit random macroscopic
features. For instance, if the system is planar, then the two phases may
coexist and the lines separating the regions corresponding to each of the
phases are then random loops, just as those cut out by scissors. »

C'est I'aboutissement de presque 400 ans d'évolution depuis le mémoire sur
les jeux de hasard de Gerolamo CARDANO au XVI¢ siécle en passant par
I’axiomatisation des probabilités en 1933 par KOJIMOTOPOB.
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5.1. PREAMBULE ENIGMATIQUE : LE HASARD, CA EXISTE ?

n Préambule énigmatique : le hasard, ca existe ?

Le hasard est symbolisé par le lancement d'un dé. Pourtant, rien n’'est plus déterministe! Le
dé obéit aux lois physiques : inertie, friction, €lasticité et bien sir la gravité. On connait
parfaitement ces lois assez simples a étudier...et pourtant...

Les jeux de hasard dans un casino ou le choix aléatoire de nombres nécessaires a la sécurité
informatique dépendent d'une fonction qui renvoie un nombre au hasard. Mais comment
un algorithme peut-il renvoyer un nombre au hasard ? D’autant plus que ces nombres sont
générés par une formule du style :

Xni1=(a-Xn+c) modm

E Préambule philosophiqe : le hasard, qu’est-ce que c’est?

FiGure 5.1 -
Pierre-Simon de LAPLACE
1749 - 1827)

Alors que les étres humains se sont intéressés a la géométrie depuis la nuit des temps, et
qu’une premiere présentation rigoureuse ( les mathématiciens disent axiomatique ) en a été
proposée trois siécles avant JC par le grec EucLipg, il a fallu attendre le XVI° siecle pour
quon s’intéresse enfin aux probabilités, et encore était-ce pour aider les princes a améliorer
leurs gains au jeu.

Qu’est-ce que le hasard ?

Parmi toutes les définitions possibles, nous en retiendrons deux qui ont influencé la théorie

des probabilités :

P pour certains, tout a une cause, et le hasard n’est que le reflet de l'ignorance que nous
avons des lois de la Nature. Cet esprit souffla particulierement au XVIII® siécle au
moment olt LAPLACE posa les bases d’une premiere théorisation des probabilités. C'est
dans cet esprit que vous avez étudié les probabilités jusqu’ici. Les probabilités sont alors
déterminées a priori, par des considérations non expérimentales. Par exemple, un dé a
six faces, donc, on peut poser d’avance que l'événement « obtenir 5 » a une probabilité
de I/g. Cette symétrie, cette « géométrie du hasard » selon les termes de Pascar, permet
de calculer sans ressentir le besoin de recourrir a Uexpérience. Elle implique la notion
centrale d'équiprobabilité : une probabilité est égale au rapport du nombre de cas
favorables sur le nombre de cas possibles.

Cette conception peut apparaitre assez naive : il est illusoire de penser quun dé puisse
étre parfaitement équilibré, mais doit-on étre géné pour autant? Nous en reparlerons
un peu plus loin.

» pour d’autres, le hasard constitue notre univers. La théorie du chaos mise en forme
par René Thom en 1955 montre en effet que dans certaines situations, on aura beau
observer un phénomene pendant un temps tres long, on ne pourra prévoir son évolution.
De méme en physique quantique, la connaissance du passé et du présent ne permettent
que d’obtenir une estimation des états possibles futurs. Les probabilités ne peuvent
alors étre calculées a priori.

Cet antagonisme peut se résumer en considérant l'expérience trés simple suivante : on jette
une punaise en l'air; va-t-elle retomber sur la pointe ou sur la téte ?

Pour les « Laplaciens », il existe un nombre parfaitement déterminé, mais pas encore calcu-
lable a priori. On peut néanmoins l'approcher par une série de mesures expérimentales.

Pour d’autres, cest préter a la Nature des intentions mathématiques, alors que cette interpré-
tation chiffrée n’est qu’'oeuvre humaine.

Qui a raison ? Qui a tort? Le débat est encore ouvert. Nous pouvons néanmoins réunir deux
grands groupes. Ceux qui pronent une étude expérimentale des probabilités ne sont en fait pas
tres éloignés des « Laplaciens », car l'idée centrale contenue dans la Loi des grands nombres
qui gouverne les probabilités du lycée ( en gros, la limite? des fréquences observées est égale
a la probabilité : plus on fait de mesures, plus la fréquence se rapproche de la probabilité )
est basée sur la définition Laplaciennne de la probabilité : cas favorables sur cas possibles.

a.

il s’agit de la limite stochastique qui n’a rien a voir avec les limites étudiées au lycée...
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FiGure 5.2 — Angpeit
Huxkonaesnu
KOJIMOI'OPOB
(1903 - 1987)

Inversement, la géométrie du hasard des Laplaciens ( 1 chance sur 6 d'obtenir chacune des
faces d’'un dé ) repose sur la parfaite symétrie du dé. Mais un dé peut-il étre parfaitement
symétrique ? Pour le vérifier, il faudrait faire un grand nombre d’expériences...

Bref, au liew de s’opposer, ces deux visions se completent. Mais il faut les avoir en téte : tout
n'est pas équiprobable ( voir le jeuw du passadieci que nous allons étudier) et la probabilité
ne peut se réduire a la limite des fréquences, ne serait-ce que dans le cas d’'une expérience
qui ne peut se répéter : quelle est la probabilité de survivre a une guerre nucléaire ? Il semble
difficille d'imaginer une série d’expériences pour s’approcher de cette probabilité...

Mémes si elles peuvent apparaitre antagonistes, ces deux notions ont en commun de postuler
que lissue de l'expérience ( le jeter dun dé ) est indépendant de l'observateur. Ceci peut ne
plus étre vrai dans certains domaines, comme par exemple I'économie. Comme le disait John
Stuart Mill : we must remember that the probability of an event is not a quality itself, but a
mere name for the degree of ground which we, or someone else, have for expecting it. Faute
de données sures, en économie on estime a priori les probabilités de certains événements
élémentaires, puis on utilise ensuite des théoreémes abstraits issus des mathématiques.

Oublions tout ce que nous venons de dire!

A-t-on besoin de savoir tout ca pour réussir au Bac? Par exemple, depuis votre tendre
enfance, vous calculez avec les nombres entiers sans connaitre les axiomes de Peano, vous

. travaillez en géométrie euclidienne méme si elle ne correspond pas a la réalité : avez-vous déja
i rencontré un véritable triangle rectrangle ? Et pourtant vous arrivez quand méme a démontrer

le théoreme de Pythagore.

Mais le débat est plus passionné au sujet des probabilités car il a fallu attendre 1933 et le Russe
Kommoropos., dont vous pouvez apprécier le sourire ci-contre, pour enfin les axiomatiser, alors
qu'EucLiDE avait fait cela pour la géométrie 2300 ans plus tot...

C’est ce sujet encore brillant que nous allons encore explorer cette année a travers quelques
chapitres qui sauront, je n'’en doute pas, vous passionner!

Ce qu’ils en pensent
« Le nom seul de calcul des probabilités est un paradoxe : la probabilité, opposée a la certitude,
c’est ce qu’on ne sait pas, et comment peut-on calculer ce que l'on ne connait pas? »

Henri Poincarg - La Science et I’hypothese (1908)

« [La théorie des probabilités] donne les apercus les plus siirs qui puissent nous guider dans
nos jugements. [...] Il n'est point de science plus digne de nos méditations, et qu’il soit plus utile
de faire entrer dans le systeme de linstruction publique. »

Pierre Simon de LaprLACE - Essai philosophique sur les probabilités (rédigé de 1795 a 1825)

« The true logic of this world lies in the calculus of probabilities »

James C. MaxweLL - The Scientific Letters and Papers of James C. Maxwell, Vol. 1, 1846-1862

« We cannot predict whether a given photon will arrive at A or B. All we can predict is that
out of 100 photons that come down, an average of 4 will be reflected by the front surface.
Does this mean that physics, a science of great exactitude, has been reduced to calculating only
the probability of an event, and not predicting exactly what will happen? Yes. That’s a retreat,
but that’s the way it is : Nature permits us to calculate only probabilities. Yet science has not
collapsed. »

Richard P. FEynmaN - The strange theory of light and matter (1985)

« The generation of random numbers is too important to be left to chance. »

Clifford Pickover - Computers, Pattern, Chaos and Beauty, Courier Corporation, (2012)
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E Préambule ludique : au commencement était le jeu

C’est comme ca que tout a commencé et ce sera notre fil rouge tout le long de ce chapitre.
CarpANO a été un des scientifiques les plus importants de la Renaissance dans des domaines
aussi divers que les mathématiques, la physiaue, la chimie, l’astronomie, la philosophie,...Il est
célebre pour ses travaux sur les gyroscopes, le...cardan en mécanique, les nombres imaginaires,
Iétude des équations du troisieme et du quatrieme degré.

Cétait également un joueur invétéré ce qui l'a incité a étre l'un des fondateurs de la future
théorie des probabilités dans son Liber de ludo aleae écrit vers 1564. Il a pris les jeux de dés
pour illustrer son propos. On trouve notamment l'étude du probleme des trois dés.

Le jeu du passadieci consistait a lancer trois dés et a additionner le numéro des faces. Il
fallait obtenir au moins 11 pour gagner.

Presqu’un siecle plus tard, GALILEE publia Sopra le Scoperte dei Dadi, un mémoire sur le méme
probleme que lui avait en fait posé son protecteur, le Grand Duc de Toscane :

FiGure 5.3 — Gerolamo
CARDANO

1501 - 157 . . . P . ; .
501 - 1576) Supposons que trois dés soient lancés et que les trois numéros obtenus soient

additionnés. Les scores de neuf, dix, onze et douze peuvent étre obtenus avec six
combinaisons différentes. Pourquoi alors une somme de dix ou onze apparait plus
souvent qu'une somme de neuf ou douze ?

Résolvez le probleme du Duc de Toscane

Pour vous aider, voici ce qu’en dit CARDANO :

CAPYT XIIL Sed in Ludo Ficilli vodecim punéta, adii-
- 2 - cere decet , quia voa Alea poteft oftendi
D¢ Numeris compafitis,tam vfque ad fex, ernt igitur dnotum pamftooum iadtus duo-

quam vitra , ¢ fam in 5 decim o & it bes qualicatis , & triens cie-
Aleis , quainin tribur, cubras, Tria mmudcrhnﬂ?upm
s s o A e e
- 11 toda i
]I'-H e e P SaLi Emmrrﬂ:nn & valde propé mquas

fex, & se. Decern swtem ex bis

we, & lex , & quatdor , hoe aatem v

i'tmu..h'nrmm:..quhl.ﬁ:l. :
“E Emf:nfnsﬁuﬁ:inhh:ﬂ:in J'

h-m-u'iti laod T ||_;n 4 10 3.
o5 i g s g E J__’__L_‘__’_’,lf.l".
mﬁqm&-ﬁqﬂmrﬁﬁfwﬂw Confenias fortis in rribas Aleis vom Feie,
bas,ve fir nona pars circuivas squalicagis do- Sertid Fraclllh
ﬂwmwﬂﬂumwﬂ:fmn T
s quarner,tribas, & quindgue,ac (e, & Juo- i 181 4 iaf .
bus. Toram quinque fepuma fem circai- 417 3 g n g
tae pars, & due feprimee mqualitatis. Seprem § 165 & 5 158 - =
amgem , ex fex, & yoo quingue , ac duobus 6 1§ 12 [ J—
m.mur.aruMi.ﬂnmhigm fung v Ia I§ 1 s %
ex, tertia pars =qualitads , & lexea circui- B iy a1 | 9 37
tias. At lex vt ofto, & quingae , vt noacm; 9 1r 1§ o 36 a‘
quatuor, vedecem, cria vt vdocim , & duo; o 11 17 Y |
vi dibodecinm. -, ra af s

Ficure 5.4 - Chapitre 13 du Liber de Ludo Aleae

Pour vous éviter de lancer un million de fois trois dés, faisons faire la sale besogne a Python :

from numpy.random import randint
from collections import Counter

Bw N =

nbExp = 10*%*6
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AW N =

© ® N o W

10

11

13

14

16

17

lesSommes

[sum( randint(1,7,size = 3) ) for k in range(nbExp)]

effectifs = Counter(lesSommes)

et nous obtenons :

In [1]: effectifs

Out[1]:

Counter({3: 4662,
4: 13696,
5: 27906,
6: 46576,
7: 69602,
8: 96970,
9: 115599,
10: 125020,
11: 125103,
12: 115728,
13: 97174,
14: 69291,
15: 46405,
16: 27640,
17: 14007,
18: 4621})

Est-ce qu'on s’intéresse aux événements du style « obtenir B \Z’ l:’ » ? « obtenir lZ’ l:’

IZI»? « obtenir I:I IZI»?

Ou bien « obtenir une somme égale a 10 » ?
Il est temps de passer a un peu de théorie...

n Rappels de 1¢r : loi de probabilité

Vous vous souvenez que l'univers probabilisable, souvent noté ), est constitué de toutes les
« éventualités » ou « issues » d'une expérience aléatoire.

Avant de parler de lois de probabilités, penchons nous sur le terme discretes : il traduit le
fait que l'on peut « dénombrer » chacune des issues; on peut leur donner un numéro. Nous
étudierons en Terminale des lois de probabilité continues : on ne pourra pas donner un
numéro a chacune des issues; par exemple, on ne peut pas compter tous les nombres réels
compris entre 2 et 3.

Variable aléatoire (réelle)

Définition 5 - 1 Soit Q = {wy, wg, -+ ,wn} un univers muni d’une probabilité. On appelle variable aléa-

toire toute fonction de QO dans R..qui a certaines propriété€s que nous ne pouvons pas
décrire a notre niveau...

Bon, c’est un peu frustrant mais il faut juste en fait que chaque image réciproque d'un
intervalle de R soit un évenement de QO dont on peut calculer la probabilité.. Mouais.

La définition précédente n’'est pas tres parlante, il faut essentiellement retenir que lon va
s‘intéresser a des événements décrits par des nombres, les variables aléatoires nous permettent
de décrire, et donc de noter, facilement des événements a laide de nombres.

Une v.a. est réelle car X est a valeurs dans R et finie car l'univers est fini donc l'ensemble
image de X aussi.

Vous noterez qu’une variable aléatoire réelle (v.a.r. pour les intimes) est en fait une
- fonction!...
Soit xq,- -+ ,xx les différentes valeurs prises par la fonction X. On note {X = x;} l’événement

« la variable aléatoire prend la valeur x; ». Il se note rigoureusement

{we O] X(w) = x4}
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ce qui se lit « U'ensemble des événements w de l'univers Q tels que X(w) = x; ».

Nous noterons Vx = X (Q) Uensemble des valeurs prises par la v.a. X.

(sz IP)X)

Loi de probabilité
Soit (Q,p) un univers muni d’une probabilité P et X une variable aléatoire sur Q. On
appelle loi de probabilité de X la fonction ¢ de R dans [0, 1] définie par :

¢ : x—=P{w e Q| X(w) =x})

ou avec les abus de notation :

@ : x—P{X=x}

Si x € Q, alors {X =x} =0 et donc P{{X =x}) =0.

Ce qui sert vraiment - Méthode a suivre

Tout ce qui vient d’étre écrit ne sert a rien. Ce qui est utile est de suivre la méthode
suivante.

Définir la loi de probabilité d'une expérience aléatoire reviendra donc a :

- » déterminer toutes les valeurs possibles xi, - - -, x,, prises par X;
» calculer les probabilités py,--- ,pn des événements correspondants;
» regrouper les résultats dans un tableau du type
Valeurs prises par X X1 | X2 | o0 | Xn
Probabilité correspondante P{(X=xi}) | p1 | P2 | -*- | Pn

En général, on se trouve dans la situation suivante :

X R

P inconnue Px connue

B——2D0

R
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Dans la vraie vie, on connait les valeurs prises par la v.a.r. mais on ne connait pas bien
Q, voire pas du tout. On réfléchit donc sur les lois et non pas sur des ensembles comme
au lycée.

Par exemple, on peut vouloir réfléchir au nombre de plantages d'un réseau. On estime
statistiquement les probabilités de tomber 0, 1, 2, etc. fois en panne dans une journée.
On ne sait pas trop ce qu'est () mais on peut parler de la loi de X.

En fait, une variable aléatoire « transporte » les calculs de probabilités d'un univers
inconnu vers des valeurs réelles connues.

La v.a.r. condense l'information sur l'univers en une information plus grossiere (numé-
rique) mais c’est déja bien car en général on ne connait de toute maniere pas ou peu
l'univers de départ!...

On retiendra donc que le « praticien » travaille la plupart du temps avec des
lois de probabilités et non pas des ensembles : cela simplifie son travail car il
peut travailler sur des espaces complexes (l'univers de départ est souvent trop
complexe voire inconnu) sans les connaitre.

L’information donnée par la loi est souvent plus grossiere : par exemple, on lance deux
dés et on regarde la somme des deux faces. On a normalement 236 événements possibles
(pourquoi ?...croyez-moi sur parole!) alors que dans le nouvel univers il n'y a plus que 2!
évenements (il y a 11 sommes possibles).

. N R

v

Vx,Px)
(Q,P) ctgnnu mais
inconnu plus grossier

® X3

X2

X1

X4

X5

Deux v.a.r. peuvent avoir la méme loi sans étre égales! On lance n fois une piece non
truquée. Considérez X le nombre de pile tombés et n — X le nombre de face. Ces deux
v.a.r. suivent la méme loi et pourtant elles ne sont pas égales.

E Rappels de 1¢'¢ ;: variance et espérance

m Espérance mathématique

Espérance mathématique
On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire discréete X le nombre noté

E(X) défini par

E(X) =x - P(X =xi}) +x2 - PUX = x3}) + - +xn - P(X = x}) = ) xi - P({X = x3})
i=1

Exemple : on lance un dé honnéte. On définit la variable aléatoire X qui prend la valeur 2 si
le numéro du dé est pair et 1 sinon.
Notons w; l'événement « le numéro de la face est i », alors O = {wl, W3, W3, Wy, W5, (U(;} et
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5.5. RAPPELS DE 1% : VARIANCE ET ESPERANCE

A retenir

Définition 5 - 4

Définition 5 - 5

Théoreme 5 - 1

i 1 2 3 4 5 6
P(w;) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
X(wy) 1 2 1 2 1 2

D'aprés le théoréme précédent, on a E(X) =1x § +2x t +1x t+2x ¢ +1x s +2x £ =3
Nous aurions pu procéder autrement pour définir la loi de probabilité :

Valeurs x; prises par X 1 2

P{X = xi}) 1/2 1/2

alors, d’apres la définition, E(X) =1 x % +2 x

[\G]190)

1
2

L’espérance est la moyenne des valeurs prises par la v.a.r. pondérée par leurs probabilités
respectives ce qui est assez logique

m Variance

La variance mesure '« écart » par rapport a l'espérance en faisant la somme des carrés des
« distances » entre chaque valeur prise par la variable aléatoire et l’espérance pondérées par
la probabilité correspondante, ce qui donne :

Variance
n

VX =) (x—EX)? PUX =x:))

i=1

On a choisi d'utiliser les carrés de manieére arbitraire pour ne pas avoir de problemes de
signes; on aurait pu choisir une autre méthode mais celle-ci a l'avantage de rappeler la dis-
tance euclidienne bien connue. La variance est en ce sens homogene au carré d’'une distance.
On va donc définir une distance proprement dite en en prenant la racine carrée : c'est ce
quon appelle l'écart-type.

Ecart-type
o(X) = v/ V(X)

Vous pouvez obtenir espérance, variance et écart-type tres simplement a l'aide des modules
statistiques de vos calculatrices. Il suffit de rentrer les valeurs prises par la variable aléatoire
en liste 1, les probabilités correspondantes en liste 2.

m Linéarité de I'’espérance

A partir de variables aléatoires existantes, on peut en créer de nouvelles.
Avec des notations usuelles on obtient :

aX+b: wi— aX(wi)+ b avec a et b des réels.

On peut alors démontrer la propriété suivante :

Linéarité de l'espérance

E(aX+b) =) (axi+b)-P{X =x}) = aE(X) +b

=il

Notons Y = aX +b.

Pour tout w; € Q on a Y(w;i) = aX(wi) + b et donc yi = ax; + b avec les notations usuelles
donc {w € QY(w) =yi} = {w € QaX(w) + b =ax; + b} = {w € QX(w) =x; }

Alors

E(Y) =) yiP(Y=y)=) (axi +b)P(X=x)=a) xP(X=x)+b) P(X=x)
i=1 i=1 i=1 i=1

On en déduit que E(Y) = aE(X) + b.
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Théoreme de Konig-Huygens
Johann Konic (1712-1757) fut un mathématicien allemand, éléve de Jean BERNOULLI et
Christian HuyGens (1629-1695) était lui néerlandais.

V(X) = E (X —E(X))?) =E (X?) — (E(X))*

A démontrer...

Définition 5 - 6

Théoreme 5 - 2

Exemple

Définition 5 - 7

G

Le Pere Noél a offert a ma petite cousine Josette un jeu de cubes olt sont inscrits les lettres
de l'alphabet.

Tres pédagogue, je lui donne d'abord les trois cubes A, B et C. Combien de « mots » de 3
lettres peut-elle alors former ? Et si je lui en donne quatre ? vingt-six ? trente-deux ?
Moralité : avec un ensemble (non ordonné) {a, b, c} de trois éléments, je peux former 3 x 2 x 1
listes (ordonnées), comme par exemple (a,b,c), (b, a,c), (c,b,a), etc.

Je peux donc permuter 3 cubes de 3 x 2 x 1 manieres différentes.

factorielle
Soit n un entier naturel non nul. Le nombre n x (n—1) x --- x 2 x 1 est appelé factorielle
n. On note

n=nxmn—1) x---x2x1

Conventionnellement, 0! = 1.

D’aprés notre petite étude, nous pouvons donc dire maintenant que :

nombre de permutations
Le nombre de permutations d’'un ensemble contenant n éléments est n!.

1. il y a trente-deux chaises dans une salle. Dénombrer toutes les manieres possibles
pour les 30 éleves de TS4 d’occuper les chaises de la salle;

2. Combien y a-t-il d’'annagrammes du mot ZOE ? du mot ANA ?

m Combinaisons

Il n’y a pas assez de gagnants au loto. Il faut redonner espoir aux Syldaves. Le nouveau
président modifie donc les regles. Il s’agit maintenant de trouver 3 numéros parmi 5. Combien
y a-t-il de grilles (combinaisons) possibles ?

Par exemple, on pourrait dire que jai cing manieres de choisir le premier numéro, quatre
choix pour le deuxieme et trois choix pour le troisieme, donc il y a 5 x 4 x 3 grilles différentes,
MAIS

Posons une petite définition pour clarifier les débats. Donnons en fait un nom a une grille
du loto, c’est a dire a un sous-ensemble (une partie) contenant p éléments d'un plus grand
ensemble contenant n éléments.

combinaison

Soit n et p deux entiers naturels et E un ensemble contenant n éléments. Un sous-
ensemble de E contenant p éléments est appelé une combinaison de p éléments de E ou
encore une p-combinaison déléments de E.
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Or ce qui nous intéresse, c’est le nombre de ces combinaisons, donc introduisons une nota-
tion :

nombre de combinaisons
Sfiniti el ] 1,2 A
SRR | Le nombre de p-combinaisons d'un ensemble contenant n éléments est noté (
P

Revenons a notre mini-loto. Considérons une grille quelconque (c’est a dire une 3-combinaison
de lensemble des 5 numéros) : par exemple {2,4,5}. Nous avons vu dans le paragraphe
précédent qu’il y a 3! facons d’'ordonner ces nombres. Finalement, il y a (g) x 3! suites de 3
nombres ordonnées. Or nous en avons comptées 3 x 4 x 3 tout a l’heure. Nous en déduisons

finalement que
5} 9x4x3
3) 3!

Il est alors aisé de généraliser la formule suivante :

(7)== iy
P p!

Nous pouvons formuler cette propriété plus synthétiquement. En effet :

ny nn-1)n-2)---nm—-p+1) Mm—-pln—p—-Jn—-p—-2)x---x2x1
(P) a p! "o pn—p-Dn-p-2) x---x2x1
n!
~ plin—p)!
d’ou

|
Théoreme 5 - 3 (n) "
p/ pln—p)

m Triangle de Pascal - Binome de Newton

m Raisonnement calculatoire

A laide des formules précédentes, établissez que :

()-(,")
P n—p

Etablissez, toujours par le calcul, la relation suivante, dite Relation de Pascal méme si les
mathématiciens chinois l’'avaient mise en évidence avant lui :

relation de Pascal

(5= ("0 ()
= +

p/ \p p—1

Cette relation permet de calculer les coefficients binomiaux de proche en proche, ce qui s’avere
fort utile car la fonction factorielle croit extrémement rapidement et dépasse vite les capacités
d'une calculatrice de poche.

Ainsi, la procédure suivante permet de calculer les coefficients binomiaux assez rapidement
avec la calculatrice. Pour calculer (:;’3)

RUH
e ouches g . = QDD ED
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n Raisonnement ensembliste

Si je forme un groupe de 3 éleves dans la classe, jobtiens du méme coup un groupe de
30— 3 = 27 éleves puisque vous étes 30 : le groupe de ceux qui ne sont pas dans votre groupe.

Si lon compte le nombre de parties A ayant p éléments dans un ensemble E, il revient au
méme de compter le nombre de parties complémentaires de A. En quoi ce raisonnement nous
permet-il d’obtenir une des formules précédentes ?

Considérons la classe de TS3 et ses 30 éleves. Je veux dénombrer les groupes de trois éleves.
On peut distinguer deux types de groupes :

» ceux qui ne vous contiennent pas. Il faut donc former des groupes de 3 avec les 29
éleves restant : ¢a fait combien ?

» ceux qui vous contiennent. On vous ajoute aux groupes de 2 formés avec les 29 éleves
restant. Ca fait combien ?

Tenez un raisonnement similaire pour établir la relation de Pascar.

m Formule du binome de Newton

Sir Isaac n'a pas fait que dormir sous un pommier. Il a par exemple établi que :

Formule du bindome de Newton
Soit a et b des nombres complexes et n un entier naturel non nul, alors

Théoreme S - 4 -
n n n
no_ PHN—P — 41 n—1 n—1 n
(a+b) pE_()(p)ab a +<1>a b+ +(n_1>ab +b

On peut prouver cette formule par récurrence en remarquant que (a + b)**! = a(a + b)* +
b(a +b)¥ et en utilisant la relation de Pascal au bon moment.

Cette formule nous permet donc d’obtenir de nouveaux « produits remarquables », & conditions
de connaliltre les coefficients binomiaux.

Testez la formule aux rangs 2, 3, 4, 5. Disposez vos résultats dans un tableau en n’écrivant
que les coefficients et conjecturer le triangle de Pascar...
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ﬂ Rappels de 1¢r¢ : ce que vous devez maitriser avant la Terminale

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

COMMENTAIRES

Variables aléatoires discretes et lois de pro-
babilité. Espérance, variance et écart-type

Déterminer et exploiter la loi d'une variable
aléatoire. Interpréter l'espérance comme va-
leur moyenne dans le cas d'un grand nombre
de répétitions.

A laide de simulations et d’une approche
heuristique de la loi des grands nombres, on
fait le lien avec la moyenne et la variance
d’'uine série de données.

On exploite les fonctionnalités de la calcu-
latrice ou d’'un logiciel pour déterminer l'es-
pérance, la variance et l'écart-type d'une va-
riable aléatoire.

On démontre les formules suivantes :
E(aX+b) =aE(X)+ b et

V(aX) = a?2V(X)

Modele de la répétition dexpériences iden-
tiques et indépendantes a deux ou trois is-
sues.

Représenter la répétition d’expériences iden-
tiques et indépendantes par un arbre pon-
déré. Utiliser cette représentation pour déter-
miner la loi d'une variable aléatoire associée
a une telle situation.

Pour la répétition d’'expériences identiques et
indépendantes, la probabilité d'une liste de
résultats est le produit des probabilités de
chaque résultat.

La notion de probabilité conditionnelle est
hors programme.

On peut aussi traiter quelques situations au-
tour de la loi géométrique tronquée. On peut
simuler la loi géométrique tronquée

Modele de la répétition dexpériences iden-
tiques et indépendantes a deux ou trois is-
sues.

Epreuve de Bernoulli, loi de Bernoulli
Schéma de Bernoulli, loi binomiale (loi du
nombre de succes).

Coefficients binomiaux, triangle de Pascal.

Espérance, variance et écart-type de la loi
binomiale.

P> Représenter la répétition  dexpé-
riences identiques et indépendantes
par un arbre pondéré.

P> Utiliser cette représentation pour dé-
terminer la loi d'une variable aléa-
toire associée a une telle situation.

Reconnaitre des situations relevant de la loi
binomiale.

Calculer une probabilité dans le cadre de la
loi binomiale.

ROC : démontrer que (:L) + (k: 1) = (Eﬂ)
Représenter graphiquement la loi binomiale.

Utiliser Uespérance d'une loi binomiale dans
des contextes variés.

Pour la répétition d’'expériences identiques et
indépendantes, la probabilité d'une liste de
résultats est le produit des probabilités de
chaque résultat.

On peut aussi traiter quelques situations au-
tour de la loi géométrique tronquée. On peut
simuler la loi géométrique tronquée avec un
algorithme.

La représentation a l'aide d’un arbre est pri-
vilégiée : il s’agit ici d’'installer une représen-
tation mentale efficace. On peut ainsi : faci-
liter la découverte de la loi binomiale pour
des petites valeurs de n (n < 4).

Introduire le coefficient binomial (TE) comme
nombre de chemins de larbre réalisant k
succes pour n répétitions ;

Etablir enfin la formule générale de la loi
binomiale.

On établit également la propriété de symétrie
des coefficients binomiaux.

L'utilisation des coefficients binomiaux dans
des problemes de dénombrement et leur écri-
ture a laide des factorielles ne sont pas des
attendus du programme. En pratique, on uti-
lise une calculatrice ou un logiciel pour ob-
tenir les valeur s des coefficients binomiaux,
calculer directement des probabilités et re-
présenter graphiquement la loi binomiale.

La formule donnant l'espérance de la loi bi-
nomiale est conjecturée puis admise, celle de
la variance est admise.

On peut simuler la loi binomiale avec un
algorithme.

Pointer dans le poly les parties qui correspondent aux notions de la seconde colonne de
la premiere ligne, ce qui sert quoi.
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m GRAPH 35 et loi binomiale

EIE] calcul de P(x=k)
Supposons que X suive la loi B(10,0.25). On veut calculer P(X = 5).

FUH
Dans le menu de calcul *{—H touches HITF, [P, [LLP, [Er9. Renseigner alors les trois

viteurs . p <t - () @B G D D CD E G B CD

El HatRedMornl [dic)Rel

BinomialPD(5,10,0. 25>
0.05839920044

0

| Bpd | Bed | InvB |

EIE] calcut de P(x<k)
Supposons que X suive la loi B(10,0.25). On veut calculer P(X < 4).

FUH
Dans le menu de calcul *{—H touches HITP, [P, LR, [E<i. Renseigner alors les trois

leurs . p et - Q) B G D D CD ED G OB CD

B HetRedfornd (dic)Red
BinomialCD(4,10,0. 25>
0 0.9218730927

| Bpd | Bed |InvB]

m Représentation graphique

FUH
Dans le menu de calcul *y_ touches EE puis

OO0 O GOOOOO~ECd

B
Seq(x,x,0,10,1)>Listr>
50,1,2,3,4,5,6,7,8,9>

| List [Lst->Hatl Dim | Fill(]| Seq (I3

STAT . .
Dans le menu @EI &P, EELP, [F<7 et modifiez pour obtenir :

E Redfornd] [dFc]Real

D.P. binomiale
Data :List

List :Listl
Numtrial:10

p :0.25

Save Res:List?2
Exécuter

[None | N

puis (3G
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pLL.LS LRPHLSET

B Rad(Hormd) (d7c]Real

D.P. binomiale
0. 0563
2 0.1877
3 0.2815
4 0.2502
5

0.1459
0.05631351471

B Radfornd) [dic)Real

Graph Type :Scatter
XList :Listl
YList :List2
Frequency 01

Mark Type :O

Color Link :0Off NA
GRAPH1)[GRAPHZ] GRAPH3

(] Radornl] [d7c]Real

Tal 12345?%%113
CALC | DefG /|
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a Terminale : PROBABILITES CONDITIONNELLES

m Description statistique

Une enquéte est effectuée aupres des 100 éleves d'un lycée syldave concernant le temps de
travail hebdomadaire et le sexe des éleves.

On a obtenu le tableau suivant

travail ) .

sexe < 5 minutes > 5 minutes
filles 20 15
garcons 60 5

Soit T l'ensemble de ceux qui travaillent plus de 5 minutes par semaine et G l'ensemble des
garcons. Alors on notera T le complémentaire de T dans la population totale du lycée, et G
celui de G, c’est a dire l'ensemble des filles.

Alors on peut construire le tableau des fréquences correspondant

travail
sexe T T fréquence par sexe
G 20% 15% 35%
G 60% 3% 65%
fréquence par. temps 80% 90% 100%
de travail

m Exemple de modélisation probabiliste a partir d’une situation statistique

Une situation probabiliste n'existe que s’il y a une expérience ( & issue ) aléatoire. Il faut pour
cela introduire par exemple l'expérience habituelle « on préleve au hasard un éleve du lycée
syldave ». L'ensemble des issues de cette expérience est appelé mathématiquement l'univers,
souvent noté Q : cest ici 'ensemble des 100 éleves du lycée.

Les parties T et G de Q sont des événements qui seront décrits a l'aide de phrase entre
guillemets. Par exemple, G est l'événement « l’éleve syldave prélevé est un garcon ».

On suppose les éleves syldaves indiscernables a la vue, louie, le goit, le toucher et l'odorat :
cette condition assure l'équiprobabilité vue en Premiere.

20
Ainsi, la probabilité que léleve prélevé travaille plus de 5 minutes vaut P(T) = 100’ la
65
probabilité pour que ce soit un garcon vaut P(G) = 100 et la probabilité pour que l’éleve
5
prélevé soit un garcon qui travaille plus de 5 minutes vaut P(GNT) = 100

Maintenant, parmi les garcons, on en choisit un au hasard. L’'univers a donc changé, mais
pas les propriétés du tirage, ce qui assure encore l'équiprobabilité.

1
65 13
On dit que cest la probabilité conditionnelle de T sachant G qu'on note Pg(T).
_ 5 _ Y100 _ P(TNG)
- 65 65100  P(G)
pendant des données numériques et ne dépend pas de l’équiprobabilité, donc on l'adoptera
comme définition.

La probabilité pour que ce garcon travaille plus de 5 minutes vaut

On constate ici que Pg(T) . Or ce résultat est totalement indé-

m Une probabilité, au fait, qu’est-ce que c’est?

Question béte, et pourtant... Vous avez découvert les années précédentes les probabilités dans
un cas bien particulier : vous les définissiez comme le nombre de cas favorables sur le
nombre de cas possibles. Cette maniere de définir les probabilités est étroitement liée d'une
part au fait que l'univers soit un ensemble fini et d’autre part au fait que chaque événement
élémentaire a la méme probabilité (cas d’équiprobabilité). Nous en reparlerons plus en détail
au moment de U'étude des lois continues en fin d’année, mais autant avoir tout de suite une
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définition du concept de probabilité applicable dans un cadre général.

probabilité
Notons Q l'ensemble des issues possibles d'une expérience (l'univers).

DISH sl | On appelle probabilité sur Q toute fonction P allant de l'ensemble des sous-ensembles de

Q dans [0,1] et vérifiant P(Q) =1 et P(AUB) = P(A) + P(B) pour tous sous-ensembles
A et B de Q disjoints.

Vous vérifierez qu'a partir de cette définition, on obtient les pro-
priétés usuelles ANB

P(@) =0, P(A)=1—P(A), P(AUB)=P(A)-+P(B)—P(ANB)

Pour la derniere propriété, je vous donne un petit coup de pouce : AnB
il faut découper notre réunion en ensembles disjoints en écrivant
par exemple que
B\NA

A retenir

Danger

» A=(A\B)U(ANB)
» B=(B\A)U(ANB)

» AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A)
Vérifiez également que A C B = P(A) < P(B).

Une probabilité est une fonction qui permet de mesurer le degré de certitude d'un
évenement sur une échelle de 0 a 1

Faites bien attention maintenant a ne pas confondre univers fini et équiprobabilité.
Considérez par exemple la situation suivante : on sonne a votre porte. Quelle est la
probabilité pour que ce soit Emma StoNE ( ou Ryan GosLING si vous préférez) qui vienne
vous demander en mariage ? L'univers ne contient que deux événements élémentaires :
ou bien c’est Emma ou bien ce n'est pas Emma. Le rapport du nombre de cas favorables

sur le nombre de cas possibles est donc de 1/2, pourtant...

m Un exemple pour comprendre

Considérons lexpérience simplissime consistant a lancer deux fois un dé a six faces. L'univers
Q est donc constitué de l'ensemble des couples (1,j), avec i et j appartenant a l'ensemble [1, 6] :
il y a donc 36 éléments dans Q. Intéressons nous a la somme des deux chiffres et soit A
I’événement « le total fait neuf ».

A ={(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)}

donc 4 )

Soit B l'événement : « on obtient 3 au premier lancer », alors

B ={(3,1),(3,2),(3,3).(3,4).(3,5),(3,6)}

donc
6 1

PB)=— ==
(B) 36 6
Jusqu'ici, tout roule. Posons-nous maintenant le probleme suivant : sachant que B est réalisé,
i.e. que l'on obtient 3 au premier lancer, quelle est la probabilité que le total fasse 9? On ne
considere plus tous les éléments de Q. Il semble alors nécessaire de définir un nouvel univers

(notre nouvel ensemble des possibles) :
Q' ={(8,1),(8,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)} =QnNB

Puisque l'univers change, la probabilité aussi. L'événement A’ « le total fait neuf » dans ce
nouveau modele s’écrit
A'={(3,6)}=ANB
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et donc
1 nombre déléments de ANB  P(ANB)

6  nombre délémentsde B P(B)

On retrouve notre formule

probabilité conditionnelle
Soient A et B deux événements d'un espace probabilisé muni d'une probabilité P, avec

P(B) # 0. La probabilité de A sachant B est définie par
P(ANB)

Pg(A) = P(B)

Vous pourrez vérifier pour votre confort intellectuel, bien que ce ne soit pas explicitement
au programme, que lapplication Pg est bien une probabilité, quon appellera probabilité
conditionnelle sachant B.

Essayez de vous débrouiller tout(e) seul(e) avec la situation suivante : une boite contient 10
viperes, 5 mygales et 15 piranhas super mutants de la mort. Un animal est sorti du sac au
hasard et on constate que ce n'est pas une vipere. Quelle est la probabilité que la main de
I'expérimentateur finisse en amuse-gueule pour un piranhas super mutant de la mort ?

m Arbre

Reprenons lexemple de la section 5.8.4 page ci-contre en répondant aux mémes questions
a laide d'un arbre pondéré, cest a dire un arbre dont chaque branche est marquée de la
probabilité (du poids) correspondant.

Alors la somme des probabilités de chaque « ramification » est égale a 1.

1/0

130

>|

910
A laide de la formule des probabilités totales, il est aisé d’obtenir les résultats suivant :

1. Calcul de P(A)
B et B forment une partition. D’aprés la formule des probabilités totales,

P(A)=P(BNA)+P(BNA)=P(B) x Pg(A) + P(B) x P5(A)
x4

2. Calcul de P(A)
B et B forment une partition. D'aprés la formule des probabilités totales,

P(A) =P(BNA)+P(BNA)=PB) x Pg(A) + P(B) x P5(A)

>|

PIA) = b=

X

[ex][97]

+

D=
[ex][9)]

3. Probabilités conditionnelles

PBNA) = P(BAA) 2
PA(B):W:?:i IPA(B):(]P()):?:S?Z
— PBNA) — PBNA) 2
PA(B) = W = ? _% Px(B) = BA) = § = %
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m Formules des probabilités totales
Si on découpe notre univers O en morceaux disjoints Aj, Ag, ..., Ay, on dit que Ay, Ag, ...,
A, réalise une partition de Q.
Par exemple, séparer une classe en un groupe fille et un groupe garcon permet de réaliser une
partition de la classe. Séparer une classe en un groupe fille, un groupe garcon et un groupe
d’abonnés au chasseur syldave ne permet pas de réaliser une partition car certains éléves
peuvent appartenir a deux groupes en méme temps. Enfin séparer une classe en un groupe
de porteurs de sandales avec chaussettes et un groupe d’imitateurs du Schblurb syldave ne
permet pas de réaliser une partition car certains éleves ne sont ni dans l'un ni dans lautre
groupe.

Formule des probabilités totales

Supposons donc qu’il existe une partition Aj, Ag, ... , Ay de Q, alors

Cette union étant disjointe, on a donc

PB)=P(BNA;) +P(BNA2)+---+P(BNA,)

Pour illustrer ce résultat, reprenons l'arbre de la section précédente. Comme B et B réalisent
une partition évidente de l'univers, nous obtenons, en appliquant la formule des probabilités

totales

1 1
P(A) =P(ANB) +B(ANB) = = %:6

m Formule de Bayes : retournement d’un arbre

Cette formule correspond au « retournement » d’'un arbre.

Premiere formule de Bayes

py(A)  BA(B) X B(A)

Ficure 5.5 — Thomas
Baves
(1701 - 1761)

Définition 5 - 11|

On aurait pu écrire :

Peause (effet) x P(cause)
P(effet)

Peres (cause) =

Statistiquement, on a acces aux effets connaissant les causes (c’est le déterminisme...) mais
dans la réalité, on subit les effets et on voudrait en connaitre la cause.

Le cas le plus célebre d'utilisation de la statistique bayesienne est le test de grossesse. Les
médecins « disposent » d’'un échantillon de femmes enceintes ou non (et donc de P(E) et
P(E)) et d'un test de grossesse. Ils font subir le test & tout l'échantillon et disposent donc de

statistiques sur Pg(T), Pg(T), Pg(T) et Pe(T) mais ce qui intéresse le médecin et surtout la

femme qui utilise le test c'est Pr(E) et P+(E)...

Indépendance

La notions d’évenements indépendants est l'une des difficultés du calcul des probabilités.
Comme souvent, cette notion purement mathématique renvoie, par son appellation, a une
notion intuitive utilisée dans le langage courant. Il faut bien garder en mémoire que le mot
du vocabulaire courant est souvent un « faux ami ».° Donnons tout d’abord sa définition.

Evenements indépendants
Les évenements A et B sont dits indépendants si P(A NB) =P(A) x P(B)

Ainsi, dans notre exemple de dés, on a P(A) x P(B) = é x 8 = % =P(A NB), donc le lancer

du 2¢me d€ est indépendant du premier, ce qui est rassurant.

b. On aurait aussi bien parler de szjwrttrpgklance, mais cela aurait été plus difficile & prononcer.
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Cette notion est purement abstraite et ne renvoie qu'a des propriétés mathématiques dont la
principale est :

Indépendance et probabilités conditionnelles

sNidncae s -6l | Solent A et B deux évenements tels que P(B) # 0. Les évenements A et B sont indépen-
dants si et seulement si Pg(A) =P(A)

On peut faire dire ce que L'on veut a des probabilités selon le modele choisi.

Supposons que sur un groupe de 100 personnes, 20 portent des sous-vétements en polystirene
expansé (pour avoir chaud lhiver), 50 se grattent la téte avec l'index gauche et 10 font les
deux a la fois. On met ces 100 personnes dans une boite et on en tire une au hasard. Vérifiez
que les évenements « la personne tirée porte des sous-vétements en polystirene expansé » et
« la personne tirée se gratte la téte avec l'index gauche » sont indépendants.

Etudiez le méme probléme en considérant cette fois-ci que 15 personnes se grattent la téte
avec l'index gauche (pourquoi pas). ¢

Veillez a ne pas confondre évenements indépendants et évenements incompatibles.

On peut montrer d’ailleurs que deux évenements incompatibles de probabilité non nulle ne
sont jamais indépendants.

En effet, A et B sont incompatibles si, et seulement si, ANB =0, donc P(ANB) =P()) =0.
Si P(A) #0 et P(B) # 0, on a forcément P(A N B) # P(A) x P(B).

La seule idée a retenir est que , si A et B sont indépendants, avoir observé la réalisation
de A ne modifie pas la probabilité d'une éventuelle réalisation de B.

Ainsi, en supposant que la Francaise des Jeux n’utilise pas de boules truquées, on peut
considérer que deux tirages successifs du loto sont indépendants.

c. De facon générale, la définition probabiliste de l'indépendance est plus large que la notion intuitive.
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[ A LR N Bac 2017

Dans tout Uexercice, les résultats seront arrondis, si nécessaire, au millieme.

La chocolaterie « Choc’o » fabrique des tablettes de chocolat noir, de 100 grammes, dont la teneur en cacao
annoncée est de 85 %.

A lissue de la fabrication, la chocolaterie considere que certaines tablettes ne sont pas commercialisables : tablettes
cassées, mal emballées, mal calibrées, etc.

La chocolaterie dispose de deux chaines de fabrication :

e la chaine A, lente, pour laquelle la probabilité qu'une tablette de chocolat soit commercialisable est égale a
0,98.

e la chaine B, rapide, pour laquelle la probabilité qu'une tablette de chocolat soit commercialisable est 0,95.

A la fin d’une journée de fabrication, on préléve au hasard une tablette et on note :
A |’ évenement : « la tablette de chocolat provient de la chaine de fabrication A »;
C l'évenement : « la tablette de chocolat est commercialisable ».

On note x la probabilité qu'une tablette de chocolat provienne de la chaine A.

1. Montrer que P(C) = 0,03x + 0, 95.

2. A lissue de la production, on constate que 96 % des tablettes sont commercialisables et on retient cette valeur
pour modéliser la probabilité quune tablette soit commercialisable.
Justifier que la probabilité que la tablette provienne de la chaine B est deux fois égale a celle que la tablette
provienne de la chaine A.

[ 1 e Bac 2017

La société Fibration fournit des abonnements Internet et des abonnements de téléphone mobile. Un client de la
société Fibration souscrit soit un abonnement Internet, soit un abonnement de téléphone mobile, il ne cumule pas
les deux. En cas de difficulté, la société Fibration propose a ses clients une ligne d’assistance téléphonique : le client
doit d’abord signaler s’il est client Internet ou s’il est client mobile puis son appel est mis en attente de réponse
par un opérateur.

Si nécessaire, les résultats seront arrondis & 1073,

Si la durée d’attente avant l'obtention d’'un opérateur dépasse 5 minutes, 'appel prend automatiquement fin. Sinon,
l’'appelant obtient un opérateur.

On choisit au hasard un client qui appelle la ligne d’assistance.

On admet que la probabilité que l'appel émane d’un client Internet est 0,7.

De plus, d’apres la partie A, on prend les données suivantes :

» Si l'appel provient d’un client Internet alors la probabilité d’obtenir un opérateur est égale a 0,95.
» Si l'appel provient d'un client mobile alors la probabilité d’obtenir un opérateur est égale a 0,87.
1. Déterminer la probabilité que le client joigne un opérateur.

2. Un client se plaint que son appel a pris fin apres 5 minutes d’attente sans avoir obtenu d’opérateur. Est-il plus
probable que ce soit un client Internet ou un client mobile ?

[ G G H R ] Bac 2017

Un entrepreneur décide d’installer un logiciel anti-spam, Ce logiciel détecte les messages indésirables appelés spams
(messages malveillants, publicités, etc.) et les déplace dans un fichier appelé « dossier spam ». Le fabricant affirme
que 95 % des spams sont déplacés. De son coté, lentrepreneur sait que 60 % des messages qu’il recoit sont des
spams. Apres installation du logiciel, il constate que 58,6 % des messages sont déplacés dans le dossier spam. Pour
un message pris au hasard, on considere les événements suivants :

e D : «le message est déplacé »;

e S : «le message est un spam ».

1. Calculer P(SN D).

2. On choisit au hasard un message qui n'est pas un spam. Montrer que la probabilité qu’il soit déplacé est égale
a 0,04.
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3. On choisit au hasard un message non déplacé. Quelle est la probabilité que ce message soit un spam ?

1G4 Y R Y- Bac 2017

On étudie un modele de propagation d’'un virus dans une population, semaine apres semaine. Chaque individu de
la population peut étre, a lexclusion de toute autre possibilité :

1. soit susceptible d’étre atteint par le virus, on dira qu’il est « de type S »;
2. soit malade (atteint par le virus);

3. soit immunisé (ne peut plus étre atteint par le virus).

Un individu est immunisé lorsquil a été vacciné, ou lorsqu’il a guéri apres avoir été atteint par le virus.
PARTIE A

Pour tout entier naturel n, le modele de propagation du virus est défini par les regles suivantes :

1. Parmi les individus de type S en semaine n, on observe quen semaine n+ 1 : 85 % restent de type S, 5%
deviennent malades et 10 % deviennent immunisés;

2. Parmi les individus malades en semaine n, on observe quen semaine n + 1 : 63 % restent malades, et 35 %
sont guéris et deviennent immunisés.

3. Tout individu immunisé en semaine n reste immunisé en semaine n + 1.

On choisit au hasard un individu dans la population. On considere les événements suivants :
Sn 1 « lindividu est de type S en semaine n »;
M, : « lindividu est malade en semaine n »;
I, : « l'individu est immunisé en semaine n ».

En semaine 0, tous les individus sont considérés « de type S », on a donc les probabilités suivantes :

P(So)Zl, P(Mo):OetP(Io):O

On étudie l'évolution de 'épidémie au cours des semaines 1 et 2.

1. Reproduire sur la copie et compléter L'arbre de probabilités donné ci-dessous :

2. Montrer que P (Is) = 0,2025.

3. Sachant quun individu est immunisé en semaine 2, quelle est la probabilité, arrondie au millieme, quil ait
été malade en semaine 17?

PARTIE B

On étudie a long terme U'évolution de la maladie.

Pour tout entier naturel n, on : u,, = P (S), vio =p (My) et wy, = P (I;1) les probabilités respectives des évenements
Sn, My, et I,

1. Justifier que, pour tout entier naturel n, on a : u, +v, +wy, =1
On admet que la suite (v,,) est définie par v, 11 = 0,65v,, + 0, 05w,,.

Guillaume ConNAN - Lycée Notre-Dame de Rezé - Licence Creative Commons @ - 18 novembre 2018


http://informathix.tuxfamily.org/

104 5.9. EXERCICES

2. A laide d’un tableur, on a calculé les premiers termes des suites (un), (V) et (Wy).

A B C D

1 n Un Vn Wn
2 0 1 0 0
3 1 0,8500 0,0500 | 0,1000
4 2 0,7225 0,0750 | 0,2025
5 3 0,6141 0,0849 | 0,3010
6 4 0,5220 0,0859 | 0,3921
7 5 0,4437 0,0819 | 0,4744
8 6 0,3771 0,0754 | 0,5474
20 18 0,053 6 0,0133 | 0,9330
21 19 0,0456 0,0113 | 0,9431
22 20 0,0388 0,0096 | 0,9516

Pour répondre aux questions a. et b. suivantes, on utilisera la feuille de calcul reproduite ci-dessus.
i. Quelle formule, saisie dans la cellule C3, permet par recopie vers le bas, de calculer les termes de la suite
(Vn) ?
ii. On admet que les termes de (v,) augmentent, puis diminuent a partir d’'une certain rang N, appelé le « pic

épidémique » : c’est l'indice de la semaine pendant laquelle la probabilité d’étre malade pour un individu
choisi au hasard est la plus grande.

Déterminer la valeur du pic épidémique prévue par ce modele.

3. i. Justifier que, pour tout entier naturel n, on a : u,4+1 = 0,85u,.
En déduire 'expression de u,, en fonction de n.

ii. Montrer, a l'aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel n,

1
vn = £ (0.85" —0,65").

4. Calculer les limites de chacune des suites (un), (vn) et (wy).
Que peut-on en déduire quant a l’évolution de l'épidémie prévue a long terme par ce modele ?

1G04 Y R -] Bac 2017

Romane utilise deux modes de déplacement pour se déplacer entre son domicile et son lieuw de travail : le vélo ou
les transports en commun.

Lorsque la journée est ensoleillée, Romane se déplace en vélo 9 fois sur 10.

Lorsque la journée n’est pas ensoleillée, Romane se déplace en vélo 6 fois sur 10.

La probabilité qu'une journée soit ensoleillée, dans la ville ol habite Romane, est notée p.

Pour une journée donnée, on note :

e E l’évenement « La journée est ensoleillée »;

e V lévenement« Romane se déplace en vélo ».

1. Construire l'arbre pondéré représentant la situation.

2. Montrer que la probabilité que Romane se déplace en vélo lors d'une journée donnée est

P(V)=0,3p+0,6.
3. On constate que dans 67,5 % des cas, c’est en vélo que Romane se déplace entre son domicile et son lieu de
travail.
i. Calculer la valeur de p.

ii. Sachant que Romane s’est déplacée en vélo, montrer que la probabilité que la journée soit ensoleillée est
1

3-
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G 1 R L] Bac 2017

Sofia souhaite se rendre au cinéma. Elle peut y aller a vélo ou en bus.
Sofia hésite entre le bus et le vélo. Elle décide de lancer un dé équilibré a 6 faces.
Si elle obtient 1 ou 2, elle prend le bus, sinon elle prend son vélo. On note :

» B l'événement « Sofia prend le bus »;
» V l'évenement « Sofia prend son vélo »;

» C l'évenement « Sofia met entre 12 et 14 minutes pour se rendre au cinéma ».

1. Démontrer que la probabilité, arrondie & 1072, que Sofia mette entre 12 et 14 minutes est de 0, 49.

2. Sachant que Sofia a mis entre 12 et 14 minutes pour se rendre au cinéma, quelle est la probabilité, arrondie
4 1072, quelle ait emprunté le bus ?

G 1 R a4 Bac 2018

Un jeu de hasard sur ordinateur est paramétré de la facon suivante :

e Si le joueur gagne une partie, la probabilité qu’il gagne la partie suivante est 1 ;
e Si le joueur perd une partie, la probabilité qu’il perde la partie suivante est 3 ;
el g . . 1
e [La probabilité de gagner la premicre partie est 1
Pour tout entier naturel n non nul, on note G, l'événement « la n® partie est gagnée » et on note p, la probabilité

. 1
de cet évenement. On a donc p; = 1

7
1. Montrer que p2 = —

16°
. 1 1
2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, pny; = —an + ok
3. On obtient ainsi les premieres valeurs de py, :
n 1 2 3 4 5 6 7
Pn 0,25 0,4375 0,390 6 0,4023 0,3994 0,4001 0,3999
Quelle conjecture peut-on émettre ?
2
4. On définit, pour tout entier naturel n non nul, la suite (u,) par u, = pn — 5

i. Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

- s . 2 3 ( 1\"!
ii. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, p, = 5 90\ "2 .

iii. La suite (pn,) converge-t-elle ? Interpréter ce résultat.

L G R ex ] Bac 2018

Les parties A et B de cet exercice sont indépendantes.

Le virus de la grippe atteint chaque année, en période hivernale, une partie de la population d’'une ville.
La vaccination contre la grippe est possible; elle doit étre renouvelée chaque année.

Partie A

L'efficacité du vaccin contre la grippe peut étre diminuée en fonction des caractéristiques individuelles des personnes
vaccinées, ou en raison du vaccin, qui n’'est pas toujours totalement adapté aux souches du virus qui circulent. Il
est donc possible de contracter la grippe tout en étant vacciné.

Une étude menée dans la population de la ville a lissue de la période hivernale a permis de constater que :

e 40% de la population est vaccinée;
e 8% des personnes vaccinées ont contracté la grippe;

e 20% de la population a contracté la grippe.
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On choisit une personne au hasard dans la population de la ville et on considere les évenements :

V : « la personne est vaccinée contre la grippe »;

G : « la personne a contracté la grippe ».

1. i. Donner la probabilité de l'évenement G.

ii. Reproduire l'arbre pondéré ci-dessous et compléter les pointillés indiqués sur quatre de ses branches.

2. Déterminer la probabilité que la personne choisie ait contracté la grippe et soit vaccinée.

3. La personne choisie n'est pas vaccinée. Montrer que la probabilité qu’elle ait contracté la grippe est égale a
0, 28.

Partie B
Dans cette partie, les probabilités demandées seront données & 1072 pres.
Un laboratoire pharmaceutique mene une étude sur la vaccination contre la grippe dans cette ville.

Apres la période hivernale, on interroge au hasard n habitants de la ville, en admettant que ce choix se ramene a
n tirages successifs indépendants et avec remise. On suppose que la probabilité qu'une personne choisie au hasard
dans la ville soit vaccinée contre la grippe est égale a 0, 4.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de personnes vaccinées parmi les n interrogées.

1. Quelle est la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X ?
2. Dans cette question, on suppose que n = 40.
i. Déterminer la probabilité qu'exactement 15 des 40 personnes interrogées soient vaccinées.

ii. Déterminer la probabilité quau moins la moitié des personnes interrogées soit vaccinée.

L G101 -k ] Concours ENI-GEIPI 2016

Une chocolaterie fabrique deux sortes de chocolats : des chocolats noirs et des chocolats au lait.
60 % des chocolats fabriqués sont noirs. Parmi ceux-ci, 70 % sont fourrés, tandis que 30 % seulement des chocolats
au lait sont fourrés.

Partie A
Dans cette partie, pour chaque probabilité demandée, on donnera sa valeur exacte

Un client fait une dégustation de chocolats et il en choisit un au hasard.
On considere les évenements suivants :

N : « le chocolat choisi est noir »

F : « le chocolat choisi est fourré ».

1. Donner la probabilité P; que le chocolat choisi soit noir.

2. Déterminer la probabilité P2 que le chocolat choisi soit noir et fourré.
Justifier la réponse.

3. On note P3 la probabilité que le chocolat choisi soit fourré.
Justifier que P3 = 0, 54.
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Partie B

Un client achéte une boite de n chocolats, oiv n est un entier naturel non nul.

Chaque chocolat mis dans la boite est choisi au hasard et on suppose le nombre de chocolats sufisamment grand
pour que l'on puisse considérer que les choix successifs sont faits de facon identique et indépendante.

On note X;, la variable aléatoire représentant le nombre de chocolats fourrés contenus dans la boite.

1. X, suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
2. Dans cette question n 12 et, pour chaque probabilité demandée, on donnera une valeur approchée
a 10~ pres.
i. Donner la probabilité P, que la moitié des chocolats de la boite soient fourrés.
ii. Donner la probabilité P5 que la boite contienne au moins un chocolat fourré.
iii. Donner la probabilité Pg que la boite contienne au plus trois chocolats fourrés.
3. Dans cette question, n est quelconque.
i. Donner, en fonction de n, la probabilité q, que la boite contienne au moins un chocolat fourré.

ii. Déterminer le nombre minimum ny de chocolats que doit acheter le client afin que la probabilité que la
boite contienne au moins un chocolat fourré soit strictement supérieure a 0,98. Détailler les calculs.
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