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1 Rappels sur les suites numériques

1.1 Suites numériques

Définition 1.1.1

On appelle suite numérique toute application d’une partie I de N formée d’entiers consécutifs dans
I'ensemble R (ou C).

Si on note w,, I'image de n par la suite u alors la suite se note (un), c; (un est le terme général de la
suite) et en général I = N ouI = N—{0}. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, la suite u peut se noter ().

@ Une suite peut étre définie de maniére explicite, c’est-a-dire que u,, = f(n) ou par récurrence
c'est-a-dire que uny1 = g(un) ou uni2 = h(un; unsr) (f, g et h étant des fonctions numé-
riques), le premier ou les deux premiers termes sont alors donnés.

2n+3

n+1’

Donner les 5 premiers termes de la suite (vy,) définie sur N par v 11 = 2v, —3etvy = 1.

©  Calculer les 5 premiers termes de la suite (u,,) définie sur N par u,, =

Donner les 7 premiers termes de la suite (wy, ) définie sur N par wy 1, = Wy +wn 1 sachant que
wy = wj = 1 (suite de FIBONACCI).

1.2 Suites arithmétiques

Définition 1.2.1
Une suite (uy,), o est une suite arithmétique s’il existe un nombre v (appelé raison de la suite) tel que
pour toutn € I, upip =uny + 1.

Théoreme 1.2.1 (Propriétés des suites arithmétiques)
Si (uyn) est une suite arithmétique de raison :

1. Quel que soit I'entier n, u, = up + nr et quels que soient les entiersn et p, up, = up + (N —p)r.

- (n+1)(uo + un)
2. Quel quesoit]’entiern,Zuk =uy+u+uy+---+uy = ;0 n’
k=0

La premiere propriété donne deux conditions nécessaires et suffisantes pour prouver que (u,) est
une suite arithmétique de raison r.

1.3 Suites géométriques

Définition 1.3.1
Une suite (un), g est une suite géométrique s’il existe un nombre q # 0 (appelé raison de la suite)
tel que pour toutn € I, up 1 = qun.

Théoreme 1.3.1 (Propriétés des suites géométriques)
Si (un) est une suite géométrique de raison q # 0 :

1. Quel que soit I'entier n, u, = uo q™ et quels que soient les entiersn etp, u, =u, " P.

k=n
1— n+1
2. Quel que soit I’entier n et pour tout q # 1, Z U =Uy+uU+u+- - +uUy = w
k=0

La premiere propriété donne deux conditions nécessaires et suffisantes pour prouver que (u,) est
une suite géométrique de raison q # 0.

= On considere la suite (v,,) définie sur N par vy = 2vqy —3etvy = 1.
Montrer que la suite (x,,) définie par x,, = vy — 3 est une suite géométrique dont on donnera la
raison et ler premier terme.
Calculer x,, puis vy, en fonction de n.
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1.4 Variations d’une suite numérique réelle

Dans ce paragraphe les suites numériques sont a valeurs dans R (il s’agit de suites numeériques réelles).

Définition 1.4.1 (sens de variation d"une suite numérique réelle)
1. Une suite numérique (u,) est croissante si, pour tout entier n, un41 = Un ;

Une suite numérique (u, ) est strictement croissante si, pour tout entier n, un1 > un ;
Une suite numérique (u,) est décroissante si, pour tout entier n, un41 < Up;

Une suite numérique (u,) est strictement décroissante si, pour tout entier n, un1 < Un;
Une suite numérique (u,) est constante ou stationnaire si, pour tout entier n, un1 = un ;

Une suite numérique est monotone si elle est soit croissante, soit décroissante, soit constante;

NS O R W N

Une suite numérique est strictement monotone si elle est soit strictement croissante, soit stric-
tement décroissante.

@ Pour étudier le sens de variation d"une suite (u,) on peut calculer un;1 —u, et étudier le signe
de cette différence.

© Déterminer le sens de variation des suites (uy), (vn) et (Wy) définies sur N par :

v 1
U, =-3n+1,v g = n avecvy =2 etwni1 =wn + — avecwy = 1.
vy — 1 Wn

@ Une suite numérique réelle ne peut étre (strictement) monotone qu’a partir d'un certain rang.

Théoréme 1.4.1 (sens de variation de la suite géométrique de terme général q™)
Si q est un nombre réel strictement positif, la suite géométrique (q™) est strictement croissante si
q > 1, constante si q = 1 et strictement décroissante si0 < q < 1.

2 u, = q". Calculer u,; — u, et conclure.

2 Limites des suites numériques réelles

2.1 Limites des suites de référence
Théoréme 2.1.1
Soit p un entier naturel non nul.

1. lim n=4oco, lim n?=+oo, lim vn=+o0, lim nP =+4ocoet lim In(n) = +oo.
n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo

2. lim l =0, lim lZ:O, lim L:Oet lim l =0.
n—+too N n—-+oo N n—+oo /M n—+oco NP

Théoréeme 2.1.2 (Limites de la suite géométrique (q™))
Si q est un nombre réel non nul, alors :

1. lim q" = +oo sietseulementsiq > 1;
n—-+4oo

2. lim q" =0sietseulementsi0 < q<1ou—1<q<0(cest-a-dire0 < |[q] < 1).

n—-+oo

2.2 Définition de la convergence d’une suite numérique réelle

Définition 2.2.1

Lorsqu’une suite numérique a pour limite (en +o0) un nombre { on dit que cette suite est convergente
et plus précisément qu’elle converge vers {.

Lorsqu’une suite converge vers le nombre {, la limite { est unique.

Dans les autres cas, c’est-a-dire lorsqu’une suite numérique a pour limite (en +o00) +00 ou —oo oun’a
pas de limite (en +00), on dit qu’elle diverge ou que c’est une suite divergente.
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2.3 Théoremes sur les limites des suites numériques réelles

Théoreme 2.3.1
Si (un) et (vn) sont deux suites numériques réelles telles qu’a partir d’un certain rang u, < vy et si
ces deux suites ont pour limites respectives a et b alors a < b.

@ Sionau, < vyonaencore a < b, les inégalités strictes ne sont pas conservées au sens strict
par passage a la limite.

Théoréme 2.3.2 (théoreme « des gendarmes »)
Si (un), (vn) et (wn) sont trois suites numériques réelles telles qu’a partir d’'un certain rang on a
vn < Un < Wy, si (vn) et (Wy) convergent vers { alors la suite (u,) converge et sa limite est {.

n

= Démontrer que la suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul par u,, = converge

et déterminer sa limite.

Théoréme 2.3.3 (théoremes de comparaison)
On considere deux suites numériques réelles () et (vy) telles qu’a partir d’un certain rang v, < Un.

1. Si lim v, = +4ooalors lim wu, = +oc.

n—+oo n—+oo
2. S lim uy, =—occalors lim v, = —oc0.
n—-+o00 n—+o0

= Démontrer que la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, = 2n + (—1)" possede
une limite et déterminer cette limite.

Théoréme 2.3.4

Si lim u, =aet lim v, =Db, avec a etb deux nombres réels, alors :
n—-+oo n—-+oo

1. lim (up+va)=a-+b.

n—-+oo

2. lim (upvn) = ab.
n—-+oo

. U, a
3. lim — = — (avecb #0).
notoo vy, b ( 70)

Théoreme 2.3.5

a désigne un nombre réel ou +o0o0 ou —oo.

Si (un) est une suite numérique réelle telle que w,, = f(n) ot f est une fonction numérique (réelle)

vérifiant lim f(x) = a, alors lim u, = a.

X—+00 n—+oo
T . P 2n—1
=  Etudier la convergence de la suite (u,,) définie sur N par u,, = 2

@ La réciproque du théoreme 2.3.5 est fausse.
Vérifier-le en considérant la fonction f définie pour tout x € R par f(x) = cos(2mx).

2.4 Comportement asymptotique comparé des suites (a™), (nP) et (In(n))

Théoréme 2.4.1
Quels que soient le nombre réel a > 0 et I’entier naturel p non nul :

n

1. lim = =400 lorsquea > Tet lim (nP x a™) =0Iorsque0 < a < 1.
n—+oo NP n—-+00

2 fim M,

n—+oo NP
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2.5

Théoréme sur les suites récurrentes

Théoreme 2.5.1
Si une suite numérique récurrente (1, ) définie par son premier terme 1y (ou u;) et une relation du
type uni1 = f(un) ot f est une fonction continue, est convergente, alors sa limite { vérifie { = f(().

=

3

3.1

On considere la suite (u,) définie pour toutn € N par un1 =+v2+upetuy=1.

Calculer les premiers termes de cette suite. Quelle conjecture peut-on faire sur la nature de la
suite (u,) ?
On admet que la suite (u,,) converge, déterminer alors la limite de la suite (un).

Travaux pratiques

Suites récurrentes qui vérifient u,; = f(u,)

. . .. 1
On considére la suite (u,),, oy définie par uy =0 et uy 1 = 5 U, — 3.

1.

2.

Calculer les premiers termes de cette suite. Quelle conjecture peut-on faire concernant la conver-
gence de la suite (un), oy ?

On considere la suite (vy,), o définie par v, = un + 6.

a. Montrer que la suite (vq), oy est une suite géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme.

b. Calculer v, puis u, en fonction de n.

c. En utilisant les résultats précédents, étudier la convergence de la suite (u,),, -

3.2 Suites récurrentes qui vérifient u, ., = au,; + bu,
On considére la suite (u,),, oy définie par uy =0, u; = Tetup 2 = —5 Unt1 + Un (égalité 1).
1. Montrer qu’il existe deux suites géométriques (vn) et (w,) définies par v, = «™ et wy, = "
vérifiant 1’égalité 1.
2. Montrer que si A1 et A; sont deux nombres réels quelconques, alors la suite (Ajvn 4+ Aywy, ) vérifie
I'égalité 1.
On admettra que toute suite vérifiant 1'égalité 1 est de cette forme.
3. Déterminer A; et A; en utilisant les conditions ug = 0 et u; = 1.
4. En utilisant les résultats précédents, étudier la convergence de la suite (wn),, -
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