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2 Calculs des coefficients des séries de FOURIER 2

1 Introduction

On considère la fonction numérique f définie sur R, périodique de période π telle que, pour tout
t ∈ [0 ; π[, f(t) = t(π − t).
Il est intéressant en physique (électricité, électronique, mécanique...) de trouver une somme de fonc-
tions sinuoïdales qui « approche » certaines fonctions périodiques.

On considère maintenant la fonction g définie sur R par g(t) =
π2

6
− cos 2t −

cos 4t

4
−

cos 6t

9
.

En représentant f et g sur l’intervalle [0 ; 2π] (cf. la figure ci-dessous), on constate que g est une
« bonne approximation » de la fonction f.

1

2

1 2 3 4 5 6
0 t

y

Le but de ce chapitre est de développer certaines fonctions périodiques en séries trigonométriques,
appelées séries de FOURIER.

2 Calculs des coefficients des séries de FOURIER

2.1 Cas d’une fonction de période 2π

Considérons la série a0 +

+∞∑

n=1

(an cosnt + bn sinnt), et supposons que cette série converge (pour

certaines valeurs de t). Pour les valeurs de t pour lesquelles cette série converge on pose :

f(t) = a0 +

+∞∑

n=1

(an cosnt + bn sinnt). (1)

Connaissant la fonction f, périodique de période 2π, on veut calculer les coefficients a0, an et bn

(pour n > 1).

2.1.1 Calcul de a0

On suppose que la série définie par l’égalité (1) converge pour tout t ∈ R, on peut alors intégrer les
deux membres de l’égalité 1 sur l’intervalle [−π ; π] et on obtient :

∫π

−π

f(t)dt =

∫π

−π

a0dt +

∫π

−π

[

+∞∑

n=1

(an cosnt + bn sinnt)

]

dt. (2)

Jérôme CHALLIER Lycée Charles PONCET – CLUSES
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On supposera dans la suite du chapitre que les fonctions utilisées vérifieront l’égalité :
∫π

−π

(

+∞∑

n=1

fn(t)

)

dt =

+∞∑

n=1

(∫π

−π

fn(t)dt

)

(intégration terme à terme).

Dans ces conditions, l’égalité (2) devient :
∫π

−π

f(t)dt =

∫π

−π

a0dt +

+∞∑

n=1

[∫π

−π

(an cosnt + bn sinnt)dt

]

. (3)

Or
∫π

−π

a0dt =
[

a0x
]π

−π
= 2πa0 et

∫π

−π

(an cosnt + bn sinnt)dt =

[

an

n
sinnt −

bn

n
cosnt

]π

−π

= 0 car

sinnπ = sin(−nπ) = 0 et cosnπ = cos(−nπ) = (−1)n. L’égalité (3) s’écrit donc :
∫π

−π

f(t)dt = 2πa0 +

+∞∑

n=1

0 = 2πa0.

On a donc :

a0 =
1

2π

∫π

−π

f(t)dt .

Cela signifie que a0 est la valeur moyenne de f sur l’intervalle [−π ; π].

2.1.2 Calcul de an et bn pour n > 1

Soit p un entier naturel non nul. On suppose encore que la série définie par l’égalité 1 converge pour
tout t ∈ R. On calcule alors les deux intégrales :

I(p) =

∫π

−π

f(t) cosptdt et J(p) =

∫π

−π

f(t) sin ptdt.

En utilisant la définition de f, égalité (1), et en supposant que l’on peut intégrer terme à terme, on
obtient :

I(p) = a0

∫π

−π

cosptdt +

+∞∑

n=1

(

an

∫π

−π

cosnt cosptdt + bn

∫π

−π

sinnt cosptdt

)

(4)

J(p) = a0

∫π

−π

sinptdt +

+∞∑

n=1

(

an

∫π

−π

cosnt sinptdt + bn

∫π

−π

sinnt sinptdt

)

. (5)

Or, pour tout entier naturel p > 1 et pour tout entier naturel n > 1, on a
∫π

−π

cosptdt = 0,
∫π

−π

sinptdt = 0 et
∫π

−π

sinnt cosptdt = 0.

D’autre part,
∫π

−π

cosnt cosptdt =

{
0 si n 6= p

π si n = p
et

∫π

−π

sinnt sin ptdt =

{
0 si n 6= p

π si n = p.

✏ Démontrer ces résultats en utilisant les formules de linéarisation.

En utilisant ces résultats et les égalités (4) et (5), on obtient :

I(p) =

{
0 si p 6= n

πan si p = n
et J(p) =

{
0 si p 6= n

πbn si p = n.

Finalement :

an =
1

π

∫π

−π

f(t) cosntdt et bn =
1

π

∫π

−π

f(t) sinntdt .

Jérôme CHALLIER Lycée Charles PONCET – CLUSES
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2.1.3 Conclusion

Théorème 2.1.1

Pour une fonction f, périodique de période 2π, intégrable sur [−π ; π], on a :

a0 =
1

2π

∫π

−π

f(t)dt, an =
1

π

∫π

−π

f(t) cosntdt et bn =
1

π

∫π

−π

f(t) sinntdt.

Définition 2.1.1

Les nombres an et bn sont les coefficients de FOURIER de la fonction f.

a0 +

+∞∑

n=1

(an cosnt + bn sinnt) est le développement en série de FOURIER de f.

✏ On considère la fonction f périodique de période 2π telle que f(t) =

{
−1 si t ∈ [−π ; 0[

1 si t ∈ [0 ; π[.

Représenter graphiquement f sur [−2π ; 2π[.
Calculer les coefficients de FOURIER de f.
Quel est le développement en série de FOURIER de f ?

Pour une fonction ϕ, périodique de période 2π on a :
∫π

−π

ϕ(t)dt =

∫a+2π

a

ϕ(t)dt, quel que soit

le nombre réel a (à condition que l’on puisse calculer ces deux intégrales), donc les coefficients de
FOURIER de f peuvent s’écrire :

a0 =
1

2π

∫a+2π

a

f(t)dt, an =
1

π

∫a+2π

a

f(t) cosntdt et bn =
1

π

∫a+2π

a

f(t) sinntdt.

En particulier :

a0 =
1

2π

∫2π

0

f(t)dt, an =
1

π

∫2π

0

f(t) cosntdt et bn =
1

π

∫2π

0

f(t) sinntdt.

2.2 Cas d’une fonction de période T

Soit f une fonction de période T > 0. On pose ω =
2π

T
et t =

T

2π
u =

u

ω
. On considère alors la

fonction g définie par g(u) = f

(

T

2π
u

)

= f(t). On a alors :

g(u + 2π) = f

(

T

2π
(u + 2π)

)

= f

(

T

2π
u + T

)

.

Or f est périodique de période T , donc :

g(u + 2π) = f

(

T

2π
u

)

= g(u).

g est donc périodique de période 2π. En supposant que cette fonction soit développable en série de
FOURIER, on peut écrire :

f(t) = g(u) = a0 +

+∞∑

n=1

(an cosnu + bn sinnu). (6)

Jérôme CHALLIER Lycée Charles PONCET – CLUSES



2 Calculs des coefficients des séries de FOURIER 5

Or u = ωt car t =
u

ω
, donc l’égalité 6 s’écrit :

f(t) = g(ωt) = a0 +

+∞∑

n=1

(an cosnωt + bn sinnωt).

On a obtenu :

a0 =
1

2π

∫π

−π

g(u)du an =
1

π

∫π

−π

g(u) cosnudu bn =
1

π

∫π

−π

g(u) sinnudu.

En utilisant le changement de variable t =
u

ω
, on a u = ωt et du = ωdt, de plus, si u = −π alors

t = −
π

ω
= −

T

2
et si u = π alors t =

π

ω
=

T

2
, d’où :

a0 =
1

2π

∫ T
2

−
T
2

f(t)ωdt an =
1

π

∫ T
2

−
T
2

f(t) cosnωtωdt bn =
1

π

∫ T
2

−
T
2

f(t) sinnωtωdt

=
ω

2π

∫ T
2

−
T
2

f(t)dt =
ω

π

∫ T
2

−
T
2

f(t) cosnωtdt =
ω

π

∫ T
2

−
T
2

f(t) sinnωtdt

=
1

T

∫ T
2

−
T
2

f(t)dt =
2

T

∫ T
2

−
T
2

f(t) cosnωtdt =
2

T

∫ T
2

−
T
2

f(t) sinnωtdt.

Théorème 2.2.1

Pour une fonction f, périodique de période T > 0, intégrable sur
[

−
T

2
;

T

2

]

, on a :

a0 =
1

T

∫ T
2

−
T
2

f(t)dt, an =
2

T

∫ T
2

−
T
2

f(t) cosnωtdt et bn =
2

T

∫ T
2

−
T
2

f(t) sinnωtdt, avec ω =
2π

T
.

Définition 2.2.1

Les nombres an et bn sont les coefficients de FOURIER de la fonction f.

a0 +

+∞∑

n=1

(an cosnωt + bn sinnωt) est le développement en série de FOURIER de f.

Comme précédemment les coefficients de FOURIER de f peuvent s’écrire :

a0 =
1

T

∫a+T

a

f(t)dt, an =
2

T

∫a+T

a

f(t) cosnωtdt et bn =
2

T

∫a+T

a

f(t) sinnωtdt.

En particulier :

a0 =
1

T

∫T

0

f(t)dt, an =
2

T

∫T

0

f(t) cosnωtdt et bn =
2

T

∫T

0

f(t) sinnωtdt.

✏ On considère la fonction f périodique de période π telle que f(t) = t sur [0 ; π[.
Représenter graphiquement f sur [−3π ; 3π[.
Calculer les coefficients de FOURIER de f.
Quel est le développement en série de FOURIER de f ?

Jérôme CHALLIER Lycée Charles PONCET – CLUSES



3 Conditions de DIRICHLET 6

2.3 Cas particuliers

2.3.1 Cas d’une fonction paire

Soit f une fonction périodique de période T > 0, développable en série de FOURIER et paire. On
considère la fonction f1 définie par f1(t) = f(t) sinnωt, alors :

f1(−t) = f(−t) sin(−nωt) = −f(t) sinnωt = −f1(t).

f1 est impaire donc :
∫ T

2

−
T
2

f1(t)dt =

∫ T
2

−
T
2

f(t) sinnωtdt = 0.

Dans le développement en série de FOURIER de f tous les coefficients bn sont nuls.
De plus la fonction f2 définie par f2(t) = f(x) cosnωt est paire donc :

∫ T
2

−
T
2

f2(t)dt = 2

∫ T
2

0

f2(t)dt = 2

∫ T
2

0

f(t) cosnωtdt.

On a donc :

an =
2

T

∫ T
2

−
T
2

f(t) cosnωtdt =
4

T

∫ T
2

0

f(t) cosnωtdt

et

a0 =
1

T

∫ T
2

−
T
2

f(t)dt =
2

T

∫ T
2

0

f(t)dt.

Théorème 2.3.1

Si f est une fonction périodique de période T > 0 et paire alors pour tout nombre entiern > 1, bn = 0.

De plus a0 =
2

T

∫ T
2

0

f(t)dt et pour tout nombre entier n > 1, an =
4

T

∫ T
2

0

f(t) cosnωtdt.

2.3.2 Cas d’une fonction impaire

On démontre de même :

Théorème 2.3.2

Si f est une fonction périodique de période T > 0 et impaire alors pour tout nombre entier n > 0,

an = 0. De plus, pour tout nombre entier n > 1, bn =
4

T

∫ T
2

0

f(t) sinnωtdt.

3 Conditions de DIRICHLET 1

3.1 Théorèmes

Théorème 3.1.1 (conditions de DIRICHLET)

Une fonction f est développable en série de FOURIER si :
– f est périodique ;
– f est continue et dérivable sauf en un nombre fini de points par période ;
– f et f ′ admettent des limites à gauche et à droite finies en tout point.

Théorème 3.1.2 (théorème de DIRICHLET)

Soit f une fonction satisfaisant au théorème 3.1.1 (conditions de DIRICHLET) alors :
– en tout point t0 où f est continue, la série de FOURIER converge vers f(t0) ;

1Gustav LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859), mathématicien allemand.

Jérôme CHALLIER Lycée Charles PONCET – CLUSES
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– en tout point t0 où f n’est pas continue, la série de FOURIER converge vers :

f(t0 + 0) + f(t0 − 0)

2
=

f(t+

0 ) + f(t−

0 )

2

avec f(t0 + 0) = f(t+

0 ) = lim
t→t0
t>t0

f(t) et f(t0 − 0) = f(t−

0 ) = lim
t→t0
t<t0

f(t).

3.2 Exemple

On reprend l’exemple du paragraphe 2.1.3 :

On considère la fonction f périodique de période 2π telle que f(t) =

{
−1 si t ∈ [−π ; 0[

1 si t ∈ [0 ; π[.

On a obtenu pour série de FOURIER de f la série :

4

π

+∞∑

p=0

sin(2p + 1)t

2p + 1
.

✏ Démontrer que f satisfait aux conditions de DIRICHLET et appliquer le théorème de DIRICHLET

pour t =
π

2
.

En déduire que la série de terme général up =
(−1)p

2p + 1
converge et donner la valeur de sa

somme.

4 Formule de PARSEVAL2 ou de BESSEL3-PARSEVAL

4.1 Théorème

Théorème 4.1.1 (formule de PARSEVAL ou de BESSEL-PARSEVAL)
Soit f une fonction périodique de période T > 0 satisfaisant au théorème 3.1.1 (conditions de DIRI-
CHLET) et dont le développement en série de FOURIER est :

a0 +

+∞∑

n=1

(an cosnωt + bn sinnωt) avec ω =
2π

T
.

Alors :
1

T

∫a+T

a

f2(t)dt = a2
0 +

1

2

+∞∑

n=1

(a2
n + b2

n).

Définition 4.1.1

Le nombre f2
eff =

1

T

∫a+T

a

f2(t)dt est le carré de la valeur efficace de f sur une période.

4.2 Exemple

On reprend l’exemple des paragraphes 2.1.3 et 3.2 :

On considère la fonction f périodique de période 2π telle que f(t) =

{
−1 si t ∈ [−π ; 0[

1 si t ∈ [0 ; π[.

On a démontrer que, pour tout t ∈] − π ; π[, f(t) =
4

π

+∞∑

p=0

sin(2p + 1)t

2p + 1
.

✏ Calculer I =

∫π

−π

f2(t)dt.

En utilisant le théorème 4.1.1 (formule de PARSEVAL), démontrer que
+∞∑

n=0

1

(2n + 1)2
=

π2

8
.

2Marc Antoine PARSEVAL dit PARSEVAL-DESCHÊNES (1755-1836), mathématicien français.
3FriedrichWilhelm BESSEL (1794-1846), astronome allemand.

Jérôme CHALLIER Lycée Charles PONCET – CLUSES
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4.3 Autre écriture de la formule de PARSEVAL

Quel que soient les nombres réels a, b et u (a et b n’étant pas simultanément nuls) :

a cosu + b sinu = A cos(u − ϕ) avec A =
√

a2 + b2, cosϕ =
a√

a2 + b2
, sinϕ =

b√
a2 + b2

.

Théorème 4.3.1

Soit f une fonction périodique de période T > 0 satisfaisant au théorème 3.1.1 (conditions de DIRI-

CHLET). Le développement en série de FOURIER de f peut s’écrire a0 +

+∞∑

n=1

An cos(nωt − ϕn) avec :

ω =
2π

T
, An =

√

a2
n + b2

n, cosϕn =
an

√

a2
n + b2

n

et sinϕn =
bn

√

a2
n + b2

n

.

La formule de PARSEVAL s’écrit :

1

T

∫a+T

a

f2(t)dt = a2
0 +

1

2

+∞∑

n=1

A2
n.

5 Forme exponentielle des séries de FOURIER

5.1 Calcul des coefficients

Soit f une fonction périodique de période T > 0 développable en série de FOURIER dont le dévelop-
pement est :

a0 +

+∞∑

n=1

(an cosnωt + bn sinnωt) avec ω =
2π

T
.

En utilisant les formules d’EULER on obtient :

an cosnωt + bn sinnωt = an

einωt + e−inωt

2
+ bn

einωt − e−inωt

2i

=
an − ibn

2
einωt +

an + ibn

2
e−inωt.

Calcul de
an − ibn

2

En utilisant les expressions de an et bn (cf. théorème 2.2.1), on obtient, pour n > 1 :

an − ibn =
2

T

∫a+T

a

f(t) cosnωtdt − i
2

T

∫a+T

a

f(t) sinnωtdt

=
2

T

∫a+T

a

f(t) [cosnωt − i sinnωt]dt.

Or cosnωt − i sinnωt = e−inωt, d’où
an − ibn

2
=

1

T

∫a+T

a

f(t) e−inωtdt pour tout n > 1.

Jérôme CHALLIER Lycée Charles PONCET – CLUSES



5 Forme exponentielle des séries de FOURIER 9

Calcul de
an + ibn

2

En procédant de même on obtient
an + ibn

2
=

1

T

∫a+T

a

f(t) einωtdt pour tout n > 1.

On peut donc écrire
an − ibn

2
et

an + ibn

2
avec une seule formule en posant, quel que soit n ∈ N

∗ :

cn =
an − ibn

2
et c−n =

an + ibn

2

Donc, quel que soit n ∈ Z
∗ :

cn =
1

T

∫a+T

a

f(t) e−inωtdt.

Or, en utilisant cette formule pour n = 0 on obtient :

c0 =
1

T

∫a+T

a

f(t) e0dt =
1

T

∫a+T

a

f(t)dt = a0.

On peut alors écrire :

an cosnωt + bn sinnωt = cn einωt + c−ne−inωt.

La série de FOURIER de f peut alors s’écrire sous la forme :

a0 +

+∞∑

n=1

(an cosnωt + bn sinnωt) = c0 +

+∞∑

n=1

(cneinωt + c−n e−inωt)

=

+∞∑

n=0

cn einωt +

+∞∑

n=1

c−ne−inωt

=

+∞∑

n=0

cn einωt +

−∞∑

p=−1

cp eipωt

=

+∞∑

−∞

cneinωt.

On a obtenu la forme complexe du développement en série de FOURIER de f.

5.2 Conclusion

Théorème 5.2.1 (forme complexe du développement en série de FOURIER)

Si f est une fonction périodique de période T > 0 satisfaisant aux conditions de DIRICHLET, le déve-
loppement en série de FOURIER de f peut s’écrire :

+∞∑

−∞

cneinωt avec cn =
1

T

∫a+T

a

f(t) e−inωtdt et ω =
2π

T
.

✏ On considère la fonction numérique f définie sur R, périodique de période π telle que, quel que
soit t ∈ [0 ; π[, f(t) = t(π − t) (exemple du paragraphe 1).
Montrer que f vérifie les conditions de DIRICHLET.

Montrer que, quel que soit t ∈ R, f(t) =
π2

6
−

1

2

∑

n∈Z∗

e−2int

n2
(calculer c0 puis cn en utilisant

deux intégrations par parties successives).

En déduire que, quel que soit t ∈ R, f(t) =
π2

6
−

+∞∑

n=1

cos 2nt

n2
, puis que

+∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
.
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