
Corrigé du devoir surveillé

Partie A Loi gamma
1. (a) Par croissances comparées, lim

t→+∞
tα−1e−t/2 = 0, donc ∀ε > 0, ∃A > 0, ∀t > A,

∣∣∣tα−1e−t/2 − 0
∣∣∣ 6 ε

D’autre part , ∀t > 0, tα−1e−t/2 > 0, donc en choisissant ε = 1,

∃A > 0 tel que ∀t > A, 0 6 tα−1e−t/2 6 1

La fonction f : t 7−→ tα−1e−t est continue et positive sur ]0,+∞[ et ∀t > A, 0 6 tα−1e−t 6 e−t/2∫ +∞

A

e−t/2dt est convergente ; donc par le théorème de comparaison des intégrales de fonctions positives,

∫ +∞

A

tα−1e−t/2dt converge

(b) ∀t ∈]0, A], 0 6 tα−1e−t 6 tα−1 et
∫ A

0

tα−1dt est convergente car α− 1 > −1, donc

l’intégrale Γ(α) converge pour α > 0

2. (a) Γ(1) =

∫ +∞

0

e−tdt = 1 (on reconnaît la densité d’une loi exponentielle de paramètre 1).

(b) Soit A > 0, on pose I(A,α) =

∫ A

0

tαe−tdt ; on observe que lim
A→+∞

I(A,α) = Γ(α+ 1).

On pose :
{

u(t) = tα u′(t) = αtα−1

v′(t) = e−t v(t) = −e−t u et v sont de classe C1 sur ]0, A]

I(A,α) =
[
u(t)v(t)

]A
0

+ α

∫ A

0

tα−1e−tdt, or lim
A→+∞

u(A)v(A) = 0 et u(0)v(0) = 0 (car on peut prolonger

u par continuité en 0). Ainsi par passage à la limite lorsque A→ +∞,

∀α > 0, Γ(α+ 1) = αΓ(α)

(c) Pour tout entier naturel n, Γ(n+ 1) = nΓ(n) et Γ(1) = 1, donc par une récurrence immédiate :

∀n ∈ N∗, Γ(n) = (n− 1)!

3. (a) ϕn,λ est positive ou nulle sur R, continue sauf peut-être en 0 ; ainsi
∫ +∞

−∞
ϕn,λ(x)dx =

∫ +∞

0

ϕn,λ(x)dx

Par le changement de variable t = λx,

∫ +∞

0

ϕn,λ(x)dx =
1

(n− 1)!
Γ(n) = 1

ϕn,λ est une densité de probabilité

(b) Sous réserve d’existence E(U) =

∫ +∞

0

xϕn,λ(x)dx, or ∀x > 0, x ϕn,λ(x) =
n

λ
ϕn+1,λ(x)

donc E(U) existe et vaut E(U) =
n

λ

∫ +∞

0

ϕn+1,λ(x)dx =
n

λ

U admet bien une espérance et E(U) =
n

λ

De même E(U2) =

∫ +∞

0

x2ϕn,λ(x)dx =
(n+ 1)n

λ2

∫ +∞

0

ϕn+2,λ(x)dx =
(n+ 1)n

λ2

V (U) = E(U2)− E(U)2 =
(n+ 1)n

λ2
− n2

λ2

U admet bien une variance et V (U) =
n

λ2
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4. (a) I(1, q) =

∫ x

0

(x− t)q−1dt =

[
− (x− t)q

q

]x
0

=
xq

q

I(1, q) =
xq

q

(b) On pose :

 u(t) = tp−1 u′(t) = (p− 1)tp−2

v′(t) = (x− t)q−1 v(t) = − (x− t)q

q

u et v sont de classe C1 sur [0, x]

I(p, q) =

[
−tp−1 (x− t)q

q

]x
0

+
p− 1

q
I(p− 1, q + 1)

I(p, q) =
p− 1

q
I(p− 1, q + 1)

(c) Pour tout entier p > 1, on pose, Hp = ∀q > 1, I(p, q) =
(p− 1)!(q − 1)!

(p+ q − 1)!
xp+q−1

Initialisation : H1 est vrai d’après 4a)
Hérédité : Soit p > 1 tel que Hp est vrai

I(p+ 1, q) =
p

q
I(p, q + 1) =

p

q

(p− 1)!(q)!

(p+ q)!
xp+q =

(p+ 1− 1)!(q − 1)!

(p+ 1 + q − 1)!
xp+1+q−1 d’où Hp+1 est vrai

∀p > 1,∀q > 1, I(p, q) =
(p− 1)!(q − 1)!

(p+ q − 1)!
xp+q−1

5. (a) θ est la densité de Xp +Xq obtenue par le produit de convolution.
On remarque avant tout que Xp +Xq est à valeurs dans R+, donc ∀x 6 0, θ(x) = 0.

Soit x > 0, θ(x) =

∫ x

0

ϕp,λ(t)ϕq,λ(x− t)dt car ϕq,λ(x− t) = 0 si t /∈ [0, x]

θ(x) =
λp+q

(p− 1)!(q − 1)!

∫ x

0

tp−1e−λt(x−t)q−1e−λ(x−t)dt =
λp+qe−λx

(p− 1)!(q − 1)!
I(p, q) =

λp+q

(p+ q − 1)!
xp+q−1e−λx

Xp +Xq ↪→ γ(p+ q, λ)

(b) i. La loi exponentielle de paramètre λ est la loi γ(1, λ)

ii. Soit une suite (Un)n>1 de variables indépendantes de loi E (λ)

Pour tout entier n > 1, on pose Hn = Sn =

n∑
k=1

Uk ↪→ γ(n, λ)

Initialisation : H1 est vrai d’après 5(b)i
Hérédité : Soit n > 1 tel que Hn est vrai
Sn+1 = Sn + Un+1 ; Sn et Un+1 sont indépendantes, Sn ↪→ γ(n, λ) et Un+1 ↪→ γ(1, λ)

D’après 5a, Sn+1 ↪→ γ(n+ 1, λ) ; ainsi

n∑
k=1

Uk ↪→ γ(n, λ)

Partie B Modélisation du passage de Bus
1. (a) i. E est définie si et seulement si V > 0, donc E est une variable aléatoire presque sûrement définie ;

V (Ω) = [0, 1] donc E(Ω) ⊂ R+.
∀x 6 0, P (E 6 x) = 0.

Soit x > 0, [E 6 x] = [lnV > −λx] =
[
V < exp(−λx)

]
, donc P (E 6 x) = 1− P (V < exp(−λx))
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Comme V est une variable aléatoire à densité, P (V < exp(−λx)) = P (V 6 exp(−λx)) = e−λx

E = − 1

λ
ln(V ) ↪→ E (λ)

ii.

1 from math import ∗
2 from random import random
3 def EXPO( lamb ) :
4 return −l og ( random ( ) ) / lamb

(b)

1 def TEMPS( lamb , n ) :
2 T=0
3 for k in range (n ) :
4 T+=EXPO( lamb )
5 return T

(c)

1 def TRAFIC( lamb , t ) :
2 T, n=0,0
3 Passages =[ ]
4 while T<t :
5 DernierPassage=T
6 T+=EXPO( lamb )
7 n+=1
8 Passages . append (T)
9 return DernierPassage ,T, n−1

2. (a) i. t < T1 si et seulement si le premier bus passe aprés l’instant t c’est à dire s’il n’y a pas de bus entre
les instants 0 et t ou encore si et seulement si Nt = 0.

ii. Si Nt = n, alors il y a exactement n bus qui sont passés entre les instants 0 et t, alors le nième bus
passe à l’instant t ou avant et le (n+ 1)ième aprés t donc Tn 6 t et Tn+1 > t

Réciproquement si Tn 6 t < Tn+1, alors il y a exactement n bus qui sont passés entre 0 et t.

(Nt = n) = (Tn 6 t < Tn+1)

(b)
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3. Soit t > 0

(a) D’aprés la partie A, Tn ↪→ γ(n, λ)

(b) Si Nt > n alors il y a au moins n bus qui sont passés entre les instants 0 et t, alors le nième bus passe
à l’instant t ou avant d’où Tn 6 t.
Réciproquement, si Tn 6 t alors il est passé au moins n bus entre les instants 0 et t.

P (Nt > n) = P (Tn 6 t) =

∫ t

0

ϕn,λ(x)dx =

∫ t

0

λn

(n− 1)!
xn−1e−λxdx

(c) Nt est à valeurs dans N.
P (Nt = 0) = P (t < T1) = 1− P (U1 6 t) = 1−

(
1− e−λt

)
= e−λt

∀n ∈ N∗, P (Nt = n) = P (Nt > n)− P (Nt > n+ 1) =

∫ t

0

λn

(n− 1)!
xn−1e−λxdx−

∫ t

0

λn+1

n!
xne−λxdx =[

λn

n!
xne−λx

]t
0

=
(tλ)

n

n!
e−λt ; on en déduit :

Nt ↪→ P (λt)

4. (a) SiNt = n, il y a alors n épreuves de Bernoulli indépendantes de probabilité de succès p ( aller au terminus A).
D’où la loi conditionnelle de At sachant Nt = n est la loi binomiale de paramètres n et p, avec la
convention que la loi B(0, p) est la loi certaine égale à 0.

P[Nt=n] (At = k) =
(
n
k

)
pkqn−k avec q = 1− p

(b) At est à valeurs dans N.

∀k ∈ N, P (At = k) =

∞∑
n=0

P[Nt=n] (At = k)P (Nt = n) par la formule des probabilités totales avec le

système complet d’événements (Nt = n)n∈N

P (At = k) =

∞∑
n=k

(
n

k

)
pkqn−k

(λt)
n

n!
e−λt =

pk

k!
e−λt

∞∑
n=k

qn−k (λt)
n

(n− k)!
=

(pλt)
k

k!
e−λt

∞∑
n=0

(qλt)
n

n!

en posant le changement d’indice : n′ = n− k

On reconnaît une série exponentielle : P (At = k) =
(pλt)

k

k!
e−λte−λqt =

(pλt)
k

k!
e−λpt

At ↪→ P (λpt)

Remarque : on peut montrer que Bt ↪→ P (λqt) et que At et Bt sont indépendantes
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