Corrigé du devoir surveillé n° 2

' PROBLEME N-1 |

Partie I : Point de vue géométrique

l.(a) @—Ad=(z1—\,...,an —A) donc @ — Ad € H <> Z(Jck—)\):O = Zxk:n)\.
k=1 k=1
Ainsi, pour tout vecteur # de R"™, il existe une unique valeur de A pour laquelle & — Ad € H :

o 1<
U—Ade H <— A:—E Tk
n
k=1

(b) Soit & € R™, on pose up = i@ — Ad ot X est la valeur déterminée a la question précédente, on a bien
U € Het @ = (11’ — AJ) + Acf, par conséquent up = Ad et c’est bien un vecteur de D.

o S . I N1 (& -
2. Smtu—(:cl,...,xn)eR,v—s(u)—(u—n<;zk>d)—n<;zk>d
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Donc @ = s (i) se décompose ainsi : ¥ = vy + vp avec v = uy et vH = —up, par conséquent
sos(d)=s(¥)=vh —vp=upg+up=4u
t

s o s =1idgn, donc s est une symétrie.

3. En dimension 2, H a pour équation cartésienne x; + x5 = 0, c’est donc une droite vectorielle engendrée par
le vecteur (1,—1).

4. (a) On vérifie aisément que tous les vecteurs de la famille By sont dans H et si on écrit la matrice dont les
colonnes sont ces vecteurs elle est échelonnée, donc la famille By est libre.

1 | |
-1 0 - - 0
0 —1 -+ - 0
: 0o . -1 0
o o --- 0 -1

Le cardinal de By est égal 4 n—1 donc H est de dimension au minimum n—1; or H n’est pas de dimension
n, sinon il serait de méme dimension que R™ donc égal & R™; par conséquent H est un hyperplan de R”.

(b) La famille By est libre, d n’appartient pas & H donc pas a l'espace vectoriel engendré par By, par
conséquent la famille C = By U {d} est encore libre; elle est de cardinal n donc c’est une base de R™.

(c) Les vecteurs de By sont invariants par s et s (J) = —d donc la matrice de s dans la base C est
-1 0 - - 0
0 1 --- 0
0 0 1 0
0 : 0 0
o 0 -~ 0 1

Partie II : un exemple de symétrie dans un espace de fonctions

1. Soit f une fonction continue définie sur |0, +oo[ & valeurs réelles :
fEF < 3APQ) e R[X] xR[X], Vz €R, f(z) =P(z) +Q(z) Inz
< a,b,c,d) eR*, Vo €R, f(x) =ax+b+ (cx+d) Inx
— Ja,b,c,d) eR*, Vz eR, f(z) =az+b+crlnz+dnz

<~ f € VeCt<fla f27 f37 f4>
Les fonctions f1 & f4 sont bien dans E, donc F' est par construction le sous-espace vectoriel de E engendré

par les fonctions fi & fy.



2. On vient de voir que la famille B engendre F', montrons & présent qu’elle est libre :
Soient (a, b, ¢, d) € R* tels que a f1 + b fo + ¢ f3 +d fy = 0 (fonction nulle définie pour = > 0).)
OnaVer>0,az+b+cxrlnzx+dlnz=0.

Les fonctions f; & f4 sont indéfiniment dérivables sur ]0, +oo], donc aussi toutes les fonctions de F', ainsi on

d
a également : Vx >0, a+clnz+c+—-=0et — —
x x

c

d

En particulier pour z = 1 on obtient :

a+b =0
at+c+d = 0
c—d =0

Pour obtenir une quatriéme équation, on peut évaluer la dérivée seconde en un autre point, 2 par exemple

. c d L. .
ce qui donne — — — = 0, ou étudier une limite en +o00 ou en O :

2 4

Par exemple avec la dérivée premiére, on obtient

seulement si ¢ = 0.

T—r+00

Finalement le systéme est de Cramer et la seule solution est (a, b, ¢, d) = (0, 0, 0, 0), en conclusion :

‘ B est une famille libre de E et engendre F', c’est donc une base de F' ‘

3. (a) On montre dans un premier temps que ¢ est linéaire : soient (f, g) deux fonctions de F et A € R,

Vo> 0, p(f 4 A0 @) =2 (7 +) (1) =af (1) 20 (3) = (@) 420 00) @)

T T

On en déduit : o (f+Ag) = (f) + A (9)

’ Cette égalité est vérifiée pour toutes fonctions f et g de F' et tout réel A donc ¢ est linéaire ‘

Ensuite on calcule les images par ¢ des vecteurs de B :
* Vo >0, o(f1)(x) =z x 1=z, donc ¢ (f1) = fo.

* Vo >0, ap(fg)(:c):xxézl, donc ¢ (f2) = f1.

* V>0, o(f3)(z) =z xIn (i) = —x Inx, donc ¢ (f3) = — fa.

1

* V>0, o(fs) () =2 % - In (;) = —lnx, donc ¢ (f4) = —f3.

On constate que les images par ¢ des vecteurs de B appartiennent & F', donc par linéarité de ¢ il en va

de méme pour toute fonction de F', on a donc prouvé que

‘ o est un endomorphisme de FE ‘

0 1 0
(b) Lesimages des vecteurs de B calculées précédemment permettent de conclure que M (¢, B) = (1) 8 8
0 0 -1

(¢) On vérifie facilement que M (@, B)? = I, donc la matrice de s2 relativement a B est la matrice identité ;

ainsi s o s = idg et s est bien une symétrie.

Partie III : matrice d’une symétrie dans une base adaptée

1. (a) Le calcul de M? = I3 suffit & prouver que f est bien une symétrie.

3 -2
(b) M+1I3=1[2 -2
1 -2
ker (f + idg)
1 -2
M-I,= |2 -4
1 -2

1

[\

3

1
2
1

est de rang 2 et ses colonnes vérifient : C7 +2Cy 4+ C3 =0 donc €1 +2¢é5 + €3 €

est de rang 1 et ses colonnes vérifient : C; = —% Cy = C3 donc ker (f +idg) =

Vect(€1 + € + €3 ; €1 — €3) ; ainsi on peut choisir :

‘ Gy =€1+2€ + €3,y =€ + €+ €3, d3 =€ — €3

. d - .
lim a+clnz+c+ — =0, or cette limite est nulle si et
x

0

0
-1

0



()

La famille C est de cardinal 3 donc il suffit de montrer qu’elle est libre pour établir que c’est une base
de E.

La famille (d2, d3) est une base de ker (f + idg) donc elle est libre ; d’autre part d@; & ker (f + idg) donc
a1 ¢ Vect{ds, ds) par conséquent la famille (dy, ds, d3) est libre.

On a vu que @; € ker (f 4+ idg) donc f (d;) = —d;, de méme dy et d3 appartiennent a ker (f — idg) donc
-1 0 0
f(d2) = ds et f(d3) = ds donc la matrice de f danslabaseCest D=1 0 1 0
0 0 1
Une matrice P qui convient est la matrice de passage des vecteurs di, do, dz exprimés dans la base
11 1
(gl, 52, 53) P=12 1 0
11 -1
On montre par récurrence sur n que Yn € N, M™ = PD"P~1
Soit @€ FNG : @€ F donc s (@) = @ et @ € G donc s (@) = —, ainsi @ = — donc @ = 0.

On en déduit

FNG={0g}

Supposons que le couple (¥, W) tel qu’il est défini existe, on a @ = ¥ 4 ), puis en composant par s :
s (@) = s (V) +s (W) = ¥—, la résolution du systéme ainsi obtenu donne ¢ = 12'—!—75(17) et W = ﬁ%s(ﬁ)
Le calcul précédent prouve qu’il existe un seul couple solution possible, reste a vérifier qu’il convient
effectivement, c’est & dire que v = ﬁ%s(ﬁ) est bien un vecteur de F' et que W = ﬂ_TS(ﬁ) appartient a
G — — — — — — — —
s(@)=s (u—l—;(u)) = s(u)2+u = ¥, donc ¥ € F'; de méme s (W) = s (u—;(u)) = s(u)Q—u = —,
donc W € G

Soit @ € FE, on le décompose comme précédemment en @ = U + W, puis on exprime ¢ et @ comme
combinaisons linéaires des vecteurs de Br et Bg respectivement. @ apparait alors comme combinaison
linéaires des vecteurs de Br et Bg réunis.

On en déduit Br U Bg engendre E.

Montrons & présent que cette famille est libre, pour cela on résout dans KP4 :

ar€rt- -t apépt+apr1&pr1t o+ Qpygptrg = O

&L+ = —0pp1Epp1 — — Qg Epig

Le membre de gauche est un vecteur de F', celui de droite un vecteur de G, or ils sont égaux donc
appartiennent & F'N G qui est réduit au vecteur nul ; ainsi :

a181+ - -‘r()épe?_}, = 6E et —Oép+1gp+1 — —()ép+q5p+q = 6E

Comme les familles Br et B sont libres en tant que bases de F' et de G, on obtient oy = -+ =14 =0
ce qui montre que la famille Br U Bg est libre.



' PROBLEME N*2 |

1. Préliminaires

(a)
(b)

(d)

Vi € E, 6(i@) = 0, donc tout vecteur de E appartient au noyau de ; ainsi ker(8) =
Soit g € .Z(E) et soit @ € ker(g) ; on a donc (@) = 0. Comme g est linéaire, ¢ ()
d’ott @ € ker(g?). Ainsi Vii € E, i € ker(g) = i € ker(g?), d’ott ker(g ) C ker(gQ)
De méme, soit @ € ker(g?), donc ¢2(@) = 0. Comme g est linéaire, g3( 9(g%(0)) = =0, d’ou
@ € ker(g®) et ker(g?) C ker(g?).

On a donc prouvé que ‘ Vg € Z(E), ker(g) C ker(g?) C ker(g?) ‘

Soit & présent ¥ € Im(g®); il existe @ € E tel que ¥ = g*(@&). Notons @ = ¢(@), on a ¥ = g?(ii;) donc
7 € Im(g?). Ainsi Vo € E, ¥ € Im(g ) = v € Im(g 2) d’ott Im(g?) C Im( 2.
De méme, soit ¥ € Im(g ), il existe @ € E tel que ¥ = ¢%(i). Notons i; = g(i), on a ¥ = ¢{ii;) donc

7 € Im(g). Ainsi Vi € B, ¥ € Im(g?) = ¥ € Im(g), d’ott Im(g?) C Im(g).
On a donc prouvé que‘ Vg € Z(E), Im(g) D Im(g?) D Im(g?) ‘

e Soit g € .f( ) tel que Im( ) =Im(g ) montrons qu’alors Im(g ) =Im(g?).

Soit @ € Im(g?), il existe @ € E tel que ¥ = g°(i ) donc en posant 4 = g(@), on obtient ¥ = g(u;), avec
41 € Im(g). Or Im(g) = Im(g ) donc i; € Im(g?). On en déduit qu’il existe iy € E tel que g2(ils) = 12’1,
puis en composant par g, que v=g ( 2), d’ott 7 € Im(g3). Tout vecteur de Im(g?) appartient a Im(g?),
on a donc prouvé que Im(g?) C Im(g?). D’aprés la question précédente, 'inclusion réciproque est toujours
vraie, donc finalement Im(g?) = Im(g3)

On peut donc conclure que‘ Vg € Z(E), Im(g) = Im(g?) = Im(g?) = Im(g?) ‘

e Soit & présent g € Z(E) tel que ker(g) = ker(g?), montrons qu’alors ker(g?) = ker(g?).
Soit i € ker(g?), c’est a dire ¢%(@) = g (g( )) 0. Posons 171 = g(@) ; v1 € ker(g?). Or ker(g?) = ker(g),

—»

donc ¥ € ker(g). On en déduit que g(?h) = ( U ) donc @ € ker(g?). Tout vecteur de ker(g3)

appartient & ker(g?), on a donc prouvé que ker(g3) C ker(g ) D’aprés la question précédente, I'inclusion
réciproque est toujours vraie, donc finalement ker(g?) = ker(g?)

On peut donc conclure que‘ Vg € Z(E), ker(g) = ker(g?) = ker(g?) = ker(g?) ‘

dim (Im(f?)) =0 <= f% =60; or f? # 6 donc dim (Im(f?)) > 1. La formule du rang nous permet
alors de conclure que dim (ker(f?)) < 3.

Soit ¥ € Im(f?), il existe @ € E tel que ¥ = f2(i); on en déduit f(7) = f3(@) = 0 puisque f3 =
donc ¥ € ker(f). Ainsi Im(f?) C ker(f), et d’aprés les inclusions de noyaux établies & la question
| Im(f?) € ker(f) C ker(f?) |

Pour prouver ker(f) # ker(f?), on raisonne par Pabsurde : supposons ker(f) = ker(f?), alors d’aprés la
question [Id ker(f2) = ker(f?), et comme f> = 0, il vient ker(f) = ker(f?) = ker(f*) = E, ce qui est
absurde étant donné que dim (ker(f?)) < 3.

On a donc prouvé ’ Im(f?) C ker(f) & ker(f?) ‘

Les inclusions ci dessus entrainent : 1 < dim (Im(f?)) < dim (ker(f)) < dim (ker(f?)) < 3 donc Im(f?)

et ker(f) sont de dimension 1 ou 2.

premier cas : dim (Im(f?)) = 1; dans ce cas dim (ker(f?)) = 3 (formule du rang), donc ker(f) peut
étre de dimension 1 ou 2.

deuxiéme cas : dim (Im(f?)) = 2; alors 2 = dim (Im(f?)) < dim (ker(f)) < 2, donc dim (Im(f?)) =
dim (ker(f)) = 2.

i. @ est bien a valeurs dans Im(f2), et f étant linéaire, la linéarité de ® est induite par celle de f. En
effet, pour tous ¥, @ appartenant & Im(f) et tout réel A, on a :
SNV + W) = f(NT+ W) car AU+ @ € Im(f)




=\ f(¥) + f(@) par linéarité de f

= A®(7) + ®(w) car ¢ et & appartiennent a Im(f).
Soit 7 € ker(®), on a @ € Im(f) donc ®(7) = f(7); or ®(¥) = 0, donc f(7) = 0 et ¥ € ker(f). Ceci
démontre que ker(®) C ker(f).

ii. On sait que f2 # 6, donc il existe @ € E tel que f2(@) # 0. Posons ¢ = f(@) : ¥ € Im(f) donc
®(7) = f(¥) = f?(if) # 0. On en conclut que ® n’est pas 'application nulle. Donc Im(®) est
de dimension supérieure ou égale a 1, mais comme Im(®) C Im(f?) qui est de dimension 1 par
hypothése, on obtient dim (Im(®)) = dim (Im(f?)) = 1.

iii. Le théoréme du rang appliqué & ¢ donne :

dim (ker(®)) = dim (Im(f)) — dim (Im(®)) =3 -1 =2.

iv. On a montré précédemment que ker(®) C ker(f), mais ker(f) est de dimension 1, donc ker(®) ne
peut étre de dimension 2.

(e) ker(f) étant de dimension 2, on obtient par la formule du rang que Im(f) est aussi de dimension 2.
Par conséquent dim (Im( f)) = dim (Im( fz)), mais comme on a montré précédemment (question
que Im(f) C Im(f?), cela entraine Im(f) = Im(f?). L’implication prouvée question [lc| donne alors
Im(f?) = Im(f?), ce qui est impossible puisque Im(f?) = {0}.

(f) Les deux cas étudiés ci-dessus aboutissent & des contradictions, la seule possibilité est donc dim (Im(f?)) =
1 et dim (ker(f)) = 2 = dim (Im(f)).

3. (a) 7 existe puisque par hypothése f2 # 6. De plus f2(7) € ker(f) mais n’engendre pas ker(f) qui est de

dimension 2. 1l existe donc un vecteur £ appartenant a ker(f)\ Vect(f2(7)), c’est a dire tel que la famille

{f2(@), ) est libre.

(b) i. Soient «, B, «, 0 des réels tels que a?’+ 57+ 7E+ §0=0
on compose par f: a f(D)+B8 f()+v fk)+ 8 f(0) =0=ai+Bk ()
N
J 2=k  f3(®)=0 O car Leker(f)
on compose & nouveau par f : a k =0; comme k # 0, on en déduit o = 0 . L
on reporte dans (x) : Sk =0, donc 5 = 0; et enfin dans I’égalité de départ : vk + ¢ =0, et comme
la famille (&, £) est libre, v = 8 = 0.
On a prouvé : V(a, B, 7, §) € R4, al+ B7+vk+6l=0=a=p=~=26=0, donc la famille
(f2(@), 7, E, Z> est libre; E étant de dimension 4, c’est une base de E.

ii. La matrice de f dans cette base est f(7) f(7) f(k) f(£)

/0 0 0 0
il 1t o o o
Kl o 1 0 o
7\o 0o 0 o0



