Corrigé du devoir surveillé n° 1

Probléme 1

Partie 1
1. On résout 1’équation homogeéne associée : (z — 1)y’ +y = 0 sur | — 0o, 1[; les solutions sont les fonctions
1
multiples de la fonction définie sur ] — oo, 1[ par z — exp (— In(1 —z)) = 1
— X

Puis on cherche une solution particuliére fy de (E) en utilisant la méthode de variation de la constante :
)

soit A une fonction définie et dérivable sur | — oo, 1[, on pose pour tout z €] — oo, 1[, fo(z) = 1
—x

N @)
-z (1-=x)

donne fy(z) = c

fo(=)

5, d’ott en substituant dans (E) : \'(z) = —e™"; on peut choisir A\(z) = e™* ce qui

1—2
Ainsi les solutions de I’équation (E) sur | — oo, 1[ sont les fonctions de la forme

K —T
xML,KGR
1—=x

2. On remarque que la fonction f proposée est bien solution de (F) sur 'intervalle | — oo, 1] car c’est une
fonction de la forme trouvée a la question précédente avec K = 0.
K 0
Soit y une solution de (F), on a y(0) = 1 +8 =K+1,doncy0)=1 < K=0
La fonction f est donc 'unique solution de (E) qui prend la valeur 1 en 0.
—x
3. f est dérivable sur | — oo, 1[ et f/'(z) = /(@) - re ; ainsi f’ est du signe de .
l—z (1—=x)?
f est décroissante sur | — oo, 0] et croissante sur |0, 1[.

—x

Au voisinage de —o0, 1 — 2z ~ —x donc f(z) ~ — par conséquent Em f(z) =400
— 0 T——00

lim 1 —2=0"donc lim f(z)= +o0
r—1— rz—1—
La courbe représentative de f admet une asymptote verticale d’équation x = 1 et une branche asymptotique

d’axe (Oy) en —oo.

2 2
4. Au voisinage de 0 : e™* =1 —ac—&—%—i—o(mZ) et [ 1+ + 2% 4+ o(2?) donc f(x) = 1—&—%—!—0(:52)
Partie 11
1. f est une fonction de classe € sur | — 0o, 1[, donc de classe €™ pour tout n € N; d’aprés la formule de
- f(k)(o) k n
Taylor Young on a Vn € N, Ve < 1, f(z) = Z v + o(z™).
k=0 ’
(0 1
Donc d,, = ! '( ; en particulier dy =1, dy =0 et dy = 3
n!

2. On peut démontrer cette relation par récurrence sur n :
Initialisation : pour n = 0 cette relation n’est rien d’autre que 1’équation différentielle (E) dont f est
effectivement solution.
Hérédité : soit n € N un entier naturel donné tel que Vo < 1, (z—1) f™+) (2) + (n+1) f™ (z) = (=1)"e~ "
On dérive cette relation et on obtient : Vo < 1, (z—1) f"* (2)+ f" D (2)+ (n+1) fHD (2) = —(—1)"e7?,
cest a dire Vo < 1, (z — 1) f" () + (n+2) fOH) (z) = (=1)" e ",
La formule proposée est donc vraie pour tout < 1 et tout n € N.

3. En appliquant la formule en 0 pour n quelconque, on obtient : ff(”Jrl)(O) +(n+1) F (0) = (-=1)" ou
encore —(n + 1)!d,41 + (n+ 1) nld,, = (—1)", d’ou la relation demandée entre d,, et d;,41.



4. Fonction Python qui calcule d = n en fonction de n :

1 |def d(n):

2 d, facto=1,1

3 for k in range(n):

4 factox=(k+1)

5 d—=((—1)xxk)/facto
6 return d

Le calcul de d(20) donne 0.36787944117144245

5. En sommant les égalités obtenues a la question [3| pour £ variant de 0 & n on obtient :

di+1 = dy, + ———— puis dp41 = do + ~———— finalement
| |
k=0 k=0 k=0 (k+1)! k=0 (k+1)!
- (D
VneNd, = 5
k=0
Partie 111
~ (- ’ ’
1. Initialisation : soit n =0, on a bien Vz € Re™* = Z x xF + (71)1/ e tdt=1- / e
k=0 0 0
— (—1)* T(x—t)"
Hérédité : soit n € N donné, supposons que Vz € R e™* = Z (=1) zF + (—1)(7”1) / ue
x _ —t n+1 z x _
Par intégration par partie on a : Vo € R / (x—t)"e tdt = (z=1) et — / (xi
et en substituant dans (*) :
n
B (_1)k i (_1)11—0—1 xn+1 3 /a: (x t)n+1 L
VeeRe ™ = r— dt
reRe kz:o k! T n! n+1 0 n+1
n+1 k T n+1
-1 —1
— Z( k') xk + (_1)n+2/ ('qé )1 ' e—t dt
= K o (m+1)
En conclusion on a bien montré que :
~ (=D*

VnEN,V:ceR,e_”:Z T

k=0

T (. 4\
+ (_1)(n+1) / ue—t dt
n:

. La formule établie & la question précédente donne :

n
) 1 k x AL x — )"
Vn € N, Vx € R, e_"”—z< ) zF| = / ue_tdt = / ue_tdt
k=0
pour x >0
T —_Hn T A n+1
Donc pour tout ¢ € [0,2],0 < e ? < 1 donc 0 < / ue_tdt < / (z—1) dt = x
0 n! 0 n! (n+1)!
On a donc prouvé le résultat suivant :
n k n+1
+ -z _ (_1) k z
Vn eN, Vx € R", |e Z I T é(n+1)!
k=0
) ) xn+1 " T
3. Soit x > 0 fixé, pour tout n € N on peut écrire u, 1 = m = X o
1
ngrfoo T = 0 donc il existe ng € N tel que Vn = ng, 0 < ni—&—l < 3 ainsi :

<

X

Vn = ng, 0 < Upt1

1
—u,
2




n—no
On montre alors par récurrence sur n que Vn = ng, 0 < u, < <2) Up, et par conséquent ngg}oo Uy, =0

L (—1)k 1 1
4. I’inégalité de la questionappliquée az=1donne:VneN, el — kZ_O ( k!) = ’e —dn| S m
. 1
On a donc prouvé : lim d, = —
n—-+oo e
Probléme 2
Partie 1
1. (a) La fonction g est dérivable sur R et Vz € R, ¢'(z) = e*+xe” = (z+1) e” donc Vo € [-1; +oo| ¢'(x) = 0;
¢’ ne s’annule que pour x = —1 donc est strictement positif sur | — 1; +o0[, ainsi g est injective sur
1
l'intervalle [—1; +oo[. De plus g(—1) = —— et lirf g(x) = +oo donc la restriction de g & [—1; 400
(& TrT——+0o0
L _— 1
réalise une bijection vers {— ; +o0 {
e
—00 -1 +o0 x —1/e +o0
g'(z) - 0 + h(z) | |l +
0 \ / +0oo h / +o0
—-1/e -1
(b) h est dérivable en z si et seulement si ¢’ ne s’annule pas en h(z), or ¢’ s’annule en —1 = h (—1) ; ainsi h
1
est dérivable sur } ——; 400 {
e
1 1 1 h(z)

VI€:|1;+OO|:,h/(IL') - = = -
e g (h(z))  h(z)exp (h(x)) +exp (h(z))  w+exp(h(z)) @ (1+h(z))

goh(x)

— courbedeg

sl — courbe de h
1 h(x)
Vz € |—=; +oo| , W(z) =
|-t 0= 4
Remarques : 3t
* cette formule n’est pas valable pour z = 0, cependant h’
est bien définie en 0 et vaut 1 puisque ¢’(h(0)) = ¢’(0) = 1. i
On retrouve ce résultat en remarquant que h(x) T donc 1l
1
Mx)~——-—=1
(@) 51 + h(z) ’
* h n’est pas dérivable pour x = —1/e et sa courbe admet 3 2 o1 0 12 3 4 s
une tangente verticale au point de coordonnées (—1/e; —1).
o 1 S R 1
2. (a) « est défini par a = h 5 ) cequi équivaut a g (o) = 3
. . . 1 1 1 e 1
Or g est continue et strictement croissante entre 0 et > 9(0)=0< > g 5) =5 > 3 donc

elo.:
o '3

(b) ¢ est continue et dérivable sur R avec Vr € R, ¢'(z) = — 67, donc




—T

1
Ve >0, 0<e < let|p(x)] = -5 < 3 d’autre part :

1 1
gla) = 5 donc ae® = 3 ainsi e =2a et pla) = — =«
(c) ¢ est a valeurs positives sur [0, +oo[ donc on montre par récurrence sur n que ¥n € N, u, >0 :
ug =0 > 0 et pour n € N donné, si on suppose u,, > 0, alors p(u,) > 0 donc u,4+1 > 0.
On peut donc appliquer le théoréme des accroissements finis & ¢ entre u, et a :

Fe €lun, of ou o, uy | tel que |p(uy) — ()] = | ()] X Jun — af < 1 lun — af

2

<1
] < 2 fun o

Comme @(uy,) = unt1 et p(a) = a, on en déduit : Vn € N,

1 n
On montre ensuite par récurrence sur n que Vn € N, !un — a| < (2) |uo — a‘ :

C’est vrai de fagon évidente pour n = 0 car (é)o =1.

1 n
Soit n > 0 donné, supposons que |un — a| < () ’uo — «f, on a alors :

unss — ] < & Jun =l
1 1 " A . .
<5 X ‘uo — oz’ (d’apres Uhypotheése de récurrence au rang n)

1 n+1
<(3) oo

On conclut en appliquant le théoréme d’encadrement, dit "théoréme des gendarmes"

n
comme lim (-] =0, alors lim |u, —«a|=0 donc la suite (u,) converge vers a.
n—-+o0o 2 n—-+4oo

o N . (1" )
(d) |up — | est majoré par 3 donc Vn € N, |u, — a| < 3 ; ainsi on est certain que si 3 <10~

alors |u, —a| <1072

1\ "t 2 1n10
(> <1072 <= —(n+1)In2< 210 <= n+1> ~ 6,64

2 In2
Cela donne n +1 > 7 d’ott n > 6; ainsi ug est une valeur approchée de o & 1072 prés au maximum.
Remarque : si on connait les premiéres valeurs de puissances de 2, entre autres 27 = 128 parce qu’on joue

7 6
1 1
au 2048 par exemple, on peut se passer des logarithmes : 27 > 100 > 26 donc <2) <1072 < (2> .

Partie 11

1. (a) fx est continue et dérivable sur R, avec Vz € R, fi(z) = —e "+ 2z et
1
PR ce qui donne en composant par h :

1 1
z>=h <2>\> En posant my = h <2)\> on obtient le tableau de variations suivant :

1
[x) 20 < 2 x> e < x> ﬂ,ou encore g(x) >

x —0o0 m)\ +00
M=) -
1A h est croissante et h(0) = 0, or % >0
\ / doncmA:h($)>0
I (ma)

(b) fa(my) =e ™ +Am3;or ™ =2Amy donc fy (my) = 2Amy +Am3 = Amy (2 +my).



00O Ut WN

0
=2 -1 0 1 2 3 4

from matplotlib.pyplot import =x

) ) 1 |from matplotlib.pyplot import x*
from numpy import linspace, exp 2 |from numpy import linspace , exp
def f(lamda,x): 3

return exp(—x)+lamda(x*%2) 4 |def f(lamda,x):

5 return exp(—x)+lamda*(x**2
figure (2, figsize =(6,4)) 6 P(=x) ( )
clf () 7 | figure (3, figsize =(6,4))
lamda=1 ]
ylim (0,6) . 9 | ylim (0,6)
axhl.lne(color:7k7) 10 | axhline (color="k”)
axv'llne(color: k) 11 | axvline(color="k")
x=linspace(-2,4,1000) 12 | x=linspace (—2,4,1000)
y=f (lamda , x) 13
plot (x,y,linewidth=2,color="blue’ ,.. 14 |#legend (loc=4)
label="courbe_de_8$f 1$’) 15 | for lamda in range(1,11):
legend (loc=4) 16 y=f (lamda,x)

17 plot (x,y,linewidth=1,color="blue’)

2. (a) Par définition m(1) = h (i) donc m(1) = a.

2x1

(b) La fonction m est la composée de X — 5
croissante, donc m est décroissante.

1
* Lorsque A\ — 400, — — 0, donc par continuité de h en 0, on déduit

2
lim h(u) = h(0) =0
u—0

1
% De méme, lorsque A — 01, —

1

A

qui est décroissante sur )0, +o00[ et de la fonction h qui est

lim my =
A—+o0

. 1
)\Er-&r-loo h <2)\) o

— +oo,donc par composition de limites, on déduit lim m) =
A—0

. 1 : S
ili%h (2)\> = ull)r_{loo h(u) = 400 ; en résumé

’ m réalise une bijection strictement décroissante de |0, +oo vers ]0, +o0| ‘

1
(c) g(my) = 2% =™ €™ donc on a bien 2 Amy = e ">,
1
Lorsque A — +00, my — 0 donc e~™* — 1 par conséquent, my ~ ——.
A—4oo 2 A
(d) En composant par In dans 1’égalité de la question précédente, on obtient bien my +In (my) = — In(2 \).

Lorsque A — 0, my — +o0o donc In(my) = o(my) par conséquent my ~ L In(2 ).
A—0

Soient A1 < Ag ¢ fa, (ma,) = fr, (M) = (A2 = A1) m3, = 0et fr, (ma,) = fa, (ma,) =0 car f, atteint
son minimum en my,, par définition de my,.

En utilisant la remarque de 1’énoncé, on obtient alors fy, (my,) — fx, (mx,) = 0(X2) — 6(A\1) = 0 ce qui
signifie que la fonction 6 est croissante.

6 est monotone sur ]0, +oo[ donc admet des limites en 0 et en +o0.

) . N 2

xma o~ = In(2 \) donc my+2 ol In(2 A) par conséquent (\) = Amy (my + 2) o A(In(2 X)) favd 0
1 1 ) ..

* M) NI >y donc my + 2 fod 2 et Amy fodt par conséquent O(\) = Amy (my + 2) )\joo 1, ainsi



‘ 6 réalise une bijection strictement croissante de ]0, +oo[ vers |0, 1] ‘

() — 6(0) _ o) admet une limite finie en 07.

(¢) Onadonc 6(0) = 0 et § est dérivable en 0 si et seulement si 0 — X
(A
Or Q =my(myx+2) ~ (111(2 /\))2 — o0 donc 0 n’est pas dérivable en 0, sa courbe représen-
A A—0+ A0+

tative admet une tangente verticale en ce point.
(d) 6(1) = fi(m1) = fi(a) =e “+a? ore=® =2a donc A(1) = a (a + 2)

D’autre part on a 8(A) = fy(my) = Amy (my +2).
m est composé de fonctions dérivables sur ]0,4+oo[ donc est dérivable en tout point de cet intervalle

1 -1 1 -1 (55) -1 ma
:h - d ! = — h, _ e — N N A W —
m() = (55 ) done m'() = ' (5 2)‘2x<1,\(1+h(21,\))> Lo (1)
Alors 0'(\) = my (my + 2)+ A (2mh my + 2m)) = my (mx +2)+2Am (1 +my) = my (my +2)—2m,
[+ 6 (\) =m3 donc ¢'(1) = m? = a?

On obtient finalement ’expression de ' pour tout A €]0, 400

(e) Tracé de la fonction 6 sur 'intervalle [0,1; 8] :

1.0

0.9F

0.8

0.7t /

0.6 |

0.5t

0.4 1 . 1 1 . L .
0 2 3 4 5 6 7 8



