Corrigé du devoir n° 6

Probléme 1

Préliminaires

1. U est a valeurs dans [0, 1] donc In(1 — U) est négatif et X est a valeurs positives, donc X (2) C RT.
Soit t € R :
X<t]=(1-U)>-A]=1-U=e M =[U<1-e ] soit Fx(t) = Fy(l —e ).
— Sit<0,alorse M >1et1—e* <0donc Fx(t) = Fy(1 —e ) =0 (on retrowve que X(Q) C R*).
— Sit >0, alors0 < 1—e * < 1donc Fx(t) = Fy(l —e ) =1—e M
On en déduit donc :

N

X suit une loi exponentielle de paramétre . ‘

2. On raisonne par récurrence sur n :
e Pour n =1, on retrouve la densité d’une loi exponentielle de paramétre A, donc la propriété est vraie.
e Soit n > 1, supposons que S, = Xj + ---+ X, est une variable & densité dont une densité est donnée

par la formule de I’énoncé. D’aprés la formule rappelée en en-téte, S, 11 est une variable & densité dont
+oo

fu @) fi(x—1t)dt

+o0 +oo - n—1
Pour ¢t < 0, f,(t) =0 donc f,11 (x) = /0 fo@) fr(x—1t)dt= /0 )\6(7:93!

D’autre part si z < 0, alors Vt > 0,z —t < 0, donc f; (x —t) =0 et fr,11(x) =0.

, T e M ()T
Enfinsiz > 0,alors (x—t > 0et t > 0) <= 0< ¢t < xdonc fr41(z) = _—

0 (n—1)!

T ()"t )™ ° Az)"

_ )\2 67)\:1:/ ( ) dt = )\2 67/\:1’ ( ) _ )\ef)\:c ( ZL’)
o (n=1)! Anl ], n!

La formule est donc établie pour S, 1 donc la propriété est héréditaire.

une densité f,11 est donnée par Va € R, fh41 (z) = /

Xfl(.T*t) dt

x A e ME=t) gy

Le paradoxe de ’autobus
Soit ¢ > 0
1. (a) [Ny =n] est 'événement : « n bus exactement sont passés avant U'instant ¢ », donc le n° bus est arrivé a
t au plus tard, [S, < t] et le n + 1° n’est pas encore passé a t, [Sp11 > t].

(b) L’événement [S,+1 < t] est inclus dans [S,, < t] donc [Sn <t < Sn+1] = [Sn < t] N |:Sn+1 < t} et

P(Ni=n) = P(S0 <t < Suir) = P(Su <t) = P(Spi1 <t)

(c) P(Sn+1 < t) = /OtAe_A“();lq?yldu: [—e_’\“ X ()\s!)n};—l—/ot)\e_”\“%du
(A)"

= e M x +P(Sn<t)
n!

(AD)"

Ainsi, V¢ > 0, P(N; =n) = e ' x
n!

, donc

[ V>0, N> £ |

2. (a) W représente le temps écoulé depuis le passage du dernier bus arrivé, c’est & dire le temps d’attente
d’une personne qui serait arrivée au moment précis oil le bus numéro Ny, repartait.

(b) Z représente le temps qui reste avant que le prochain bus arrive, c’est a dire le temps d’attente d’une
personne qui arrive & 'instant ¢y pour prendre le prochain bus.

3.(a) * r représente le temps d’attente total pour le k® bus;

* s représente le temps d’attente total (pour le k + 1° bus);

* u représente le temps restant a attendre a l'instant T avant le passage du prochain bus (variable Z) ;
* v représente le temps d’attente entre les deux derniers bus (variable W) ;

* N représente le nombre de bus passés jusqu’a 'instant 7T'.

*

Deux bus (n°1 et n°2) sont passés jusqu’a l'instant 2, il reste 2, 14 minutes a attendre avant le passage
du prochain, les passages des bus n°2 et 3 sont distants de 3,77 minutes.



* En 10 minutes il n’est passé qu'un bus (au bout de moins d’une minute) et il reste quasiment 10
minutes & attendre avant le prochain.

* En 100 minutes il est passé 14 bus, le dernier il y a 0,23 minutes, le prochain est prévu dans 1,64
minutes.

(¢) Les valeurs affichées représentent respectivement :
* Le temps moyen restant avant le prochain passage de bus a l'instant 7' = 100
* L’attente moyenne entre le dernier bus passé et celui a venir;
* Le nombre moyen de bus passés en 100 minutes.
La durée entre les deux derniers passages est presque égale au double du temps moyen d’attente, ce qui
peut sembler paradoxal.

4. (a) Considérons le systéme complet d’événements [Nto = k’}, ke N.

L’événement {Nto = k:} N [S Ny S t} est réalisé si et seulement si le k° bus est déja passé a 'instant ¢,

donc bien siir aussi a l'instant tg, mais que le k + 1° bus arrive aprés I'instant ¢ :

(S, <] = :L_j ([, <600 [Ny = K]) = :L_j ([ = K] N [Sk <t < Spia]) = ,DO ([Se <t <to< ki)

(b) [to — S <to—a< Sk+1 — S, = Xk+1] entraine [Oz < Sk <ty < Sk;+1:| et
[a <Sp <P <ty < Sk+1] entraine [to — B <ty— Sk < Sky1— Sk = Xk+1],
on en déduit la double inclusion annoncée.

Soit k € N* :

Sk et Xj41 sont indépendantes donc P([a < S < ﬁ} N [to —a < Xk+1]) = P([a < S < ﬂ]) X

P([to— o < X)) = (FulB) = Fu(@)) x (1= P(Xp41 < to—a))

De méme P([a < S <A N [to = B < Xxi1] ) = (Fu(B) = Ful@)) x (1= P(Xxs1 < to— B))

Donc en remarquant que X1 suit une loi exponentielle de parameétre Aty et divisant membre & membre

par 8 — « qui est positif, on a :

Fy.(8) — Fi(a) Gi(B) — Gi(a) _ Fi(B) — Fis(a) _ _
B—a 3 a < o x exp (= (to — B))

(¢) Fy est dérivable sur ]0,4o00[, donc par passage a la limite lorsque « et 8 tendent vers ¢, on obtient

X exp (—A (to — ) <

G'(t) = F.(t) x exp (=X (to — t)) = exp (= (to — 1)) x Ae Mt M — e Ao M

(k—1)! (k—1)!
G s’obtient par intégration en remarquant que }iII(l) Gr(0)=0 :
—
t k—1 k
Vit €10, to[, Gr(t) — Gu(0) = Gi(t) = / N0 QW e (A
0 (k—1)! k!

At)?
D’autre part pour k = 0, Go(t) = P(O <t<ty < Xl) = e Mo = g7 At %, donc la formule établie
pour k£ € N* reste valable pour n = 0. )

(d) e La formule établie a la question [4a] entraine que G(t) s’exprime comme la somme de la série de terme

L _ (/\t)k = (/\t)k L
général e~ Ao o G(t) zze Ao = A (to—t)
k=0
e Sy, est a valeurs positives, donc P(SNt0 <0) = P(SNtU =0) = lim oM (to—t) _ ,=Ato £0: par

t—0
conséquent Sy, n’est pas une variable & densité.
to

e P(Sy,, =0)+ . G'(t)=e M+ [G(1)], = e+ G(ty) — G(0) =1
0

to to to 67}\ to __ 1
(e) Lespérance de Sy, est égale & / txe > o=t = [t e*’\(t(’*t)} - / e M o=Dqt = ¢ 4 —
0 0 0

1 —e Mo
On en déduit V'espérance de W : E(W) = —

5. (a) En reprenant le méme systéme complet d’événements {Nto-i-l =k+ 1], keN,ona:



L’événement [th +1=k+ 1} N [S'Nt0+1 > t} est réalisé si et seulement si le k° bus est déja passé a

I’instant g, donc bien siir aussi a l'instant ¢, mais que le k + 1° bus arrive aprés I'instant ¢ :

[SNtO+1 > t] = DO ([SNt0+1 >t N [Nygg1 = k+1}> = DO ([Nto =k N[Sk<to<t< Sk“D
k=0 k=0

“+oo
-U ([Sk <t<ty< Sk+1])
k=0

(b) Si I’événement [a <Sp<pB<t<ty < Sk+1] est réalisé, alors [Xk+1 =Spt1 — S =t—Sp=>t— B}
I’est aussi, donc

[0 < Sk < B <t <ty < Spy1] Cla< S <B]N[t—B < Xppa]

De méme si [a <8, < ﬁ] N [t—a < Xk+1} est réalisé, alors nécessairement [a <Sp<pB<Kt<ty < Sk+1}
On a donc la double inclusion suivante :

[0 < S <B]N[t—a < Xpp1] Cla<Sp <B<LE<ty < Spy1] Cla<Se <B|N[t—B< Xpp1]

En remarquant que P([a <Sp<p<L<t<ty < Sk+1j|) = Hy(B) — Hg(a), on obtient :

Fi(B) = Fi(a) exp (A (E— a)) < Hy(B) — Hi(a) _ Fiu(B) — Fir()

< x exp (A (t - B))

f—a f—a f—a
¢) Donc comme & la question [4bl on obtient par passage a la limite lorsque a et 8 tendent vers wu :
(c) g
)Pl )Pl
Hj(u) = F(u) x exp (= (t —u)) = exp (=A(t —u)) x Ae™ ™" ((ku—)l)' = Ae M ((ku—)l)'
()"
d) On obtient, comme précédemment pour G, Vk € N*, Vu € [0, o], Hi(u) = e M , donc en particu-
k!
Ao)* '
lier pour u = to, Hy(tg) =e M % et pour k = 0, Ho(tg) = P(t < X;) = e ',
o« At o (/\tO)k A(t—t
(&) Hito) = P(S, ., > 1) = Y Hilto) = ey S0 = (10,
k=0 k=0

On a donc bien P(SMOJrl —ty >t — to) = P(SNtOJrl > t) = ¢ (%) donc par le changement de
variable v = t — ty, on reconnait une loi exponentielle de paramétre \.

(f) Les variables X}, donc les temps d’attente entre chaque bus, sont indépendants, de méme loi exponentielle
de paramétre A\, donc d’espérance A, ce résultat était prévisible.

1

6. Z suit une loi exponentielle de paramétre A donc admet une espérance égale a X ; W admet une espérance
1— e—kt 92— e—)\t
égale & — donc l'espérance de W + Z est égale & la somme soit —

On retrouve bien 'espérance de W dont la valeur théorique est 9,999 en accord avec 'estimation donnée
par la simulation de la question [3| et le temps entre deux autobus (W + Z)

Probléme 2

Tentative d’ajustement affine

1. b= w eta=2z—-b0 (formules de cours).
11 11 11 11 11
2.0) wp =117, Y 0 =193, > Opap =2677, > 607 = 4085, Y a7 = 1813
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
cov(z, ) 5 . e e . , .
3. R= W ~ 0,9903 et R ~ 0,9807, le coefficient de corrélation linéaire et le coefficient de détermi-

nation sont trés proches de 1, donc a priori satisfaisants.



4. Avec une précision de 1072, la droite de régression linéaire a pour équation z = 0,896 — 5, 04.
Remarque il convient d’étre réaliste dans les calculs et de se souvenir qu’on effectue une estimation, donc
qu’on a des valeurs approchées ; méme si la précision avec laquelle sont faites les mesures n’est pas mention-
née, une dizaine de chiffres significatifs est un non sens! Pour estimer l’erreur avec un ordre de grandeur
inférieur au nanomeétre, il faudrait déja que les mesures garantissent au minimum cette précision (demander
a M. Dupin et a M. Réjaud ce qu’ils en pensent).

6. Les résidus sont tous positifs aux extrémités et négatifs au milieu, donc pas répartis de fagon aléatoire ; on
a plus probablement une parabole.

Ajustement quadratique

1. e Les coordonnées de ﬁ sont justement «, 5 et 7y car la projection orthogonale de Y Sur un sous-espace
réalise le minimum de distance de I'extrémité de X & un point quelconque de ce sous-espace.

o S est une fonction de trois variables dérivable sur R?, donc si elle admet un minimum en un point, c’est en

un point critique. Ainsi, puisqu’on sait que ce minimum est atteint en un point unique, ses coordonnées

sont déterminées par 'annulation des trois dérivées partielles de S.
11

S

6gj(abc —2; zpy—a—bly—ch;) =0
oS

ayabc —QZQk k—a—bﬁk—cﬁi)zo
oY i

—(a,b,¢c) = —2292 (zr—a—bl —cbp) =
k=1

Bz
2. Hﬁ‘Q_ 1,
117, X o B = 2677, ? EC65767

On ale systeme vectoriel a ﬁ +0b B +c C ? qui donne en effectuant successivement les produits scalaires

— 2406725, B e U — 193, C o U — 4085, B o C — 96097, X o U —

avec ﬁ B et C
1la + 193b +  4085¢ = 117 Produit scalaire (a U +b B +c8 o U
193¢ + 4085b +  96097¢ = 2677 Produit scalaire( T+bB+cC)eB
40850 + 960970 + 2406725¢ = 65767 Produit scalaire (a U +b B +c6’)-6’

3. La résolution a la calculatrice donne (o, 3,7) = (—=1.679; 0.408; 0.014).
= = = =
4. aﬁ—i—ﬁ B ++ C est le projeté orthogonal de Y, donc les vecteurs aﬁ—i—ﬁ B —|—78 et ?—aﬁ—ﬂ B —78
2 — 2 — 12
sont orthogonaux, ainsi : H?H = Haﬁ +8B + 78“ + H? — ozﬁ — Bﬁ —~C H

= = =
5. ? —a U} — B B —v C est orthogonal & F donc a toute combinaison linéaire de 62, B et 8 ; par conséquent
le théoréme de Pythagore s’applique et donne la formule sur les sommes des carrés des résidus.

564.52
6. RZ2~ ———~  ~(.993
4.025 + 564.52
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8. Les signes des résidus sont aléatoires et R? est proche de 1, donc le modéle est acceptable.

Ajustement quadratique

0O Ui Wi =

from numpy importx
ko kR R KRR R K KRR R K KR R R O KRR O K Rk
def ProdScal(X,Y):
R=sum (XxY)
return R
#******************************************
def Matrice (B):
U=array ([1]+len (B))
L1=[ProdScal (U,U),ProdScal(B,U),ProdScal (Bxx2,U)]
L2=[ProdScal (U,B),ProdScal(B,B),ProdScal (Bxx2,B)]
L3=[ProdScal (U,Bx%2),ProdScal (B,B%%2),ProdScal (Bx*2 ,Bxx%2)]
return matrix ([L1,L2,L3])
o Rk R kR R O kR R R R R R R K KR R R Ok Kk Rk
X-array ([1,2,3,6,8,10,11,15,18,20,23])
B=array ([5,7,10,13,15,18,20,22,25,28,30])
U=array ([1]+len(B))
C=matrix ([[ ProdScal (X,U)],[ProdScal (X,B)]|,[ProdScal(X,Bx%2)]])
Estimation=Matrice (B)*x(—1)%C
print ("1’ Estimation_de_a_vaut_" ,Estimation[0,0])
print ("1’ Estimation_de_b_vaut_" ,Estimation[1,0])
print ("1’Estimation_de_c_vaut_" ,Estimation[2,0])
Residus=X—Estimation [0 ,0]*U-Estimation |1 ,0]*B—Estimation [2,0]*B%x2
SCR=ProdScal (Residus , Residus)
print ("La_somme_des_carrés_des_résidus_vaut_ " ,SCR)

oMoy



