Corrigé du devoir surveillé

1. (a) Soit A > 0; la fonction f:t+— e~ est continue sur le segment [0, A] C [0, 4o0[ donc

+00 A
7(1 a)t —2 —(z—a)t 2 —(z—a)A
/ e dt = e 2 = (]_ —e 2 )
0 r—a 0 T—a

—(z—a)A —(z—a)A +o0o
(7) <0donc lim e 2 = 0; l'intégrale converge et / e
2 A—+4o00 0

~(z—a) 2
“dt =

z—a
(b) Soit x > a; I'application ¢ — f(t)e ®! est bornée sur R, en effet :
lim e —at f(t) =0 donc 3B > 0 tel que Vt > B, |e”* f(t)| < 1; d’autre part [0, B] est un segment

t—+o0
donc t — f(t)e*"! est bornée sur [0, B] en tant que fonction continue sur un segment.

A
. - ~(z—a) —(a+a)t T+a .
Soit A > a: e “dt:/ e 2 t(f(t)e > t)dt.yz ;— est un réel supérieur a a, donc
0

—(z+a)t

d’apreés la remarque précédente, il existe un réel M, tel que Vi > 0, |f(t)e™ = < M, donc :

A A —(z—a)t
/f e tdt| < /|f(t)e*“|dt<Mm/ei(z’dt\2M
0 0 r—a

L’intégrale est absolument convergente, donc convergente.

+oo
2. L(hq)(z) est défini si et seulement si / ho(t) e~ dt converge.
0

1
T+ «

A A
Or pour A > 0, et z # —« / ho(t) e t*dt = / e ¥leTt Tt = (1 — e*("”O‘)A) et pour x = —a,
0 0

A
/ ho(t) e '* dt = A. L’intégrale converge si et seulement si x+a > 0, donc L(h,) est définie sur | —a, +o00[
0
et

1
V — E hOt =
v €]~ +ool, £(ha) () = ——
k+1 k+1
3. e Soit ke N, Vt € [k, k+1[, E(t) =k donc E(t)e*t‘””dt:/ ke t®dt
k k
kol k 1—e®
Donc pour z # 0, / Et)e '"dt = — (e_k’” - e_(k"’l)x) e
k X X

k+1
Remarque : pour x = 0, / Bt)e %dt =k
k
e Soit A > 0, notons n = E(A); la fonction ¢t — E(t) e " est continue par morceaux et & valeurs positives

n A n+1
sur tout segment inclus dans RT, donc : / E(t)e '"dt < / E(t)e '™ dt < / E(t)e ' dt.
0 0

n n—1 k+1 o= T 1
Pour x # 0, / E(t)e_mdt:Z/ ke_mdtz Zke_km
0 o /¥
n+1

/ E(t)e '*dt, et bien str E(t)e '*dt, sont des sommes partielles d’une série géométrique dérivée de
0

1—e e "
X 5
v (1—e)

n(n—1)

raison e~%, donc convergent vers une méme limite égale a

n n—1
On peut remarquer que pour x = 0, / E(t)dt = Z k= donc l'intégrale diverge en +o0o et
0 k=0

L(FE) n’est pas définie en 0.

Ainsi L(E) est définie sur |0, +o00[ et Vz €]0, +o00[, L(E)(x) = . (le__ ) = (ezl_ %

4. (a) Siz <0, alors . 1121 e " = 400, et siz =0, . lim e *" = 1. Dans les deux cas lim t"e "' = +o00 (ou
— 400

— 400 t—+o0

1sin=0et z=0) et I'intégrale diverge.



Soitz>0: VneN, e ™ = o(t™), donc f, € &.

t—+oo

+oo
D’aprés le résultat de la premiére question, / e~ """ dt est une intégrale convergente donc
0

‘Vn €N, L(fy) est définie sur |0, —|—oo[‘

(b) Soit A > 0, les fonctions f,, et t — e~ sont de classe € sur [0, A], donc par intégration par partie :

A —xt in A A A
—e t n n
/ e Tt dt = [] + = / e Tl dt = —A"e A 7/ e Tt dt.
0 T 0 T Jo T Jo

Par passage a la limite lorsque A — 400, I,(x) = o n—1(7)
x

|
(¢) On montre par récurrence sur n que Vn € N, I,(z) = % Ip(z) :
x

La formule est vraie de fagon évidente pour n = 0; supposons la vérifiée pour une certaine valeur n > 0,

1 1 ! 1
ona Iyi(x) = nt I,(z) = ntl, Iy(z) = (n + ) Iy(z) donc la formule est héréditaire.
x xn
400
1 n! 1 n!
I = _mtdtzf ] t :0 d’ \In - — - =
o(x) /0 e - (voir ques wnH avec a ), d’ou I,(x) o X — T
n!
vn €N, Vo >0, I,(z) = o

1. (a) e Soit f € Fy: (””"’“) > adonc hm f(t)e —() = 0; ainsi 3A > 0 tel que Va > A,

z+a)t

() e

e Soit f € F,, f est de classe (51 sur [O, +oo[ donc on peut utiliser le théoréme des accroissements finis sur
[A, 1] il existe ¢, €]A, t[tel que f(t)—f(A) = (t—A) f'(c;). Dou f(t) e *" = f(A)e "'+ (t—A) f'(c;) e .

—wt — o= (53t o= ()

<1

On écrit & nouveau (voir partie 1) e ¢ donc pour t > A :
[F@) e ™ = [f(A) e ™ + (t = A) f'(e) e ™| < | f(A)e ™| + |(t — A)e”F"
A < ¢y < t donc pour tout t > A, ‘f c)e —(=5)t |<‘f/(ct)e*(¥)ct|§l;
—(%5%) < 0 donc Jim (¢ = A)e “E = Qim e (Tt =0

t—+o00
e Supposons a > 0 f( ) est une constante donc Vz > a, . ligl f(A)e ™ =0;
—+00

x+a

)t f/(ct)e_( ) ’)t|

ainsi | f(t) e ™| < |f(A)e ™| +|(t — A) e*(%)ﬂ donc tend vers 0 lorsque t — +o0.
e Si par contre a < 0 : on a bien Vz > 0, lim f(A)e ™ = 0 mais on ne peut rien conclure si x < 0.

(b) On en déduit que si a > 0, alors f € &, et si a <0, alors f € & ; en conclusion :

|a>0=TF,Cleta<0=F, C& |

2. D’aprés la question L(f) est définie sur |0, +00[ si a < 0 et sur ]a,+oo[ si a > 0; on suppose donc de plus
z>0:

A A

Soit A >0, = / flt)e~"dt = [f(t) (%_””t]a4 + ;v/ ft) e *tdt. Alirf f(A)e™®4 = 0 donc les intégrales
0 0 ——+00

des deux membres sont simultanément convergentes ou divergentes. Dans le cas ou elles convergent, on

obtient en faisant tendre A vers +oo : L(f')(x) = /0+OO flt)e ™ dt = —f(0) + 2 L(f) ()

3. (a) La fonction cos est continue sur RT et Va > 0, |e™*" cos(t)| < e™*" tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oco
donc cos € &.

+oo
(b) L(cos)(z) :/0 coste *'dt

A A A
/ cos(t) e~ "'dt = [sin(t) efmt}OA—Fx/ sin(t) e~ **dt = [sin(t) eff”t]g‘— [ cos(t) ef””t]g‘—a:Q/ cos(t) e *tdt.
0 0 0



—+o0

Par passage 4 la limite lorsque A — +oo0, (z2+1) / cos(t) e~ "dt = [sin(t) e ™" — & cos(t) e_zt]:oo =
0
x
D V. 0, £ =
onc Vz > 0, L(cos)(x) e
sin est la dérivée de cos donc V& > 0, —L(sin)(z) = z L(cos)(x) — cos(0) = = 231 I -1
x

T . 1
T«Fl et L(Sln)(l‘) = 1’274»1

4. (a) La formule établie a la question |3b| donne en utilisant la transformée de Lagrange des deux membres :

Ve >0, L(cos)(z) =

.{ w L(f)(x )—2 = —6L(f)(x) + 9L(9)(x) _ { (x+6)L(f)(x) - 9L(g)(z) = 2
Lg)z) =1 = L) + TL(g)(x) AL()(x) + (z=T7)L(g)(x) = 1
(z+6)(x—7)+36)L(f)(z) = 2(@-T+9 or(x+6)(xz—-T7)+36=a2-2—6=(z—3)(z+2)
(x+6)(z—T7)+36)L(g)(z) = (z+6)—28 d’ott le résultat annoncé.
22 -5 1 9 x—2 1 4

0 - - .
S 6 5w—3) 5@+2) —2-6 5(—3) 5@+2)

e Les valeurs possibles pour a sont par conséquent | a > 3 |; par unicité et linéarité de la transformée de
Lagrange et compte tenu du calcul de la question [2] de la partie 1, les seules solutions possibles de ce

1 9 1 4
systé:mesont:f:gh_g,Jrgh2 etg:gh—3+gh2

(b) Il suffit de vérifier que les fonctions déterminées précédemment sont effectivement solution du systéme,
ce qui se fait par calcul direct ; en conclusion, I'unique couple (f, g) de fonctions solution du systéme (S)
est donné par :

1 9 . 1 4
f :x»—>ge3x+ge_21 et g :x»—>ge3z+ge_2x

Partie 111

“+o0 “+ o0 u
1. Supposons que / f(t)dt converge; on a Yu > 0, F(u) = / f@&)dt — / f(t)dt donc F' est bien
0 0 0
définie sur [0, +o0].

Par définition u — / f(t)dt est une primitive de f; / t)dt est une constante réelle, donc —F' est

une prlmltlve de f sur [0, 4o0].

2. Pour t > 1, |e™™" f(t)| < |t f(t)| donc tend vers 0 lorsque ¢ — +o0, donc f € &.
Soient A > 0 et z > 0, les fonctions ¢t — e~ et t — —F (t) sont de classe € sur [0, A], donc par
intégration par partie :

/OA e ' f(t)dt = [—em F (t)I‘ - x/OA e @ F () dt = F(0) —e A% F (A) — x/OA e ' F (t) dt
+o0

Or lim F(A4) = lim f(t)dt = 0 comme reste d’une intégrale convergente, donc par passage a la
A—+o00 A—+o0 J»

—+oo +oo +oo
limite lorsque A — 400, / e f(t)dt = / ft)ydt —z / e F(t)dt
0 0 0
3. F tend vers 0 en +o0o (vu a la question précédente) donc pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que V¢ >
A, |F(t)] <e.

D’autre par F' est bornée sur [0, A] (en tant que fonction continue sur un segment), donc il existe M > 0 tel
que YVt € [0, A], |F(t)| < M.

A A —Azx +oo +oo —Ax
M(1-
/ e F(#)| dt < M/ otrqp = MU= / et f(t) dt < 5/ et dt =¢°
0 0 T

T A A

+oo
Ainsi, x/ e "TE(t) dt‘ <M1 —e %) fee A
0




+oo
Comme exp est continue en 0, lim 1 — e~ 4% =0, d’ou lim x/ e "F(t)dt =0
z—0 z—0t 0

z—0t

+oo
4. Les résultats des deux questions précédentes entrainent : lim L£(f)(x) = / f(t)dt.
0

l—cost

1 —cost 2
1. La fonction ¢ — “=3** est continue sur [1,4-o0[ et Vt > _

12 t2
Ainsi I'intégrale généralisée est absolument convergente, donc convergente.

~

2. Les fonctions ¢ — t% et t — sint sont de classe ¢! sur [1, +oo[ donc

VA1, /Asmtd B 1 —cost A+/A1costdt
1 t t 1 1 12

A o0 sint A1 t o] — cost
lim cos =0, donc/ %dt lim lfcoslf/ %dtflfcoslf/ ﬁdt
1 1 1

A—+oo A A—+oo t2
sint 1 —cost 1 sint 1 —cost
3. lim—— =1et hm ————— = —; de plus les fonctions t = —— et t — ———— sont continues sur ]0, 1]
t—0 ¢ =0 t2 2 t2

donc ces deux 1ntegrales sont faussement impropres en 0, et par conséquent, convergentes.

4. Les calculs des deux questions précédentes permettent de conclure que

/ smtd 7/ Smtdt /+°°smtdt /ll—costdt+/+°°1—costd /*wl—costdt
0 t 0 t2 1 t2 0 t2

int
5. (a) Soit x € [0,400[; la fonction ¢ — % e~ est continue sur [0, +oo].

e Pour x = 0, on retrouve l'intégrale convergente de la question précédente, donc G est définie en 0.

e Pour z > 0, la fonction f définie par f(t) = S sit > 0 et f(0) = 1 est continue sur [0, +oo[ et
appartient a &y ; par conséquent l'intégrale est convergente

On en déduit que G est définie au moins sur [0, +oo[.

sint 1

(b) La fonction f est bornée sur R car pour ¢ > 1, — < n < 1 et pour t € [0,1] f est bornée en tant

que fonction continue sur un segment (en fait en appliquant le théoréme des accroissements finis et en
utilisant que ¥Vt €]0,1], 0 < cost < 1, on montre que 0 < sint < t donc f est bien majorée par 1 sur
[0,1] également).

+o00 1
On a alors |G(x)| < / e tdt = = donc par théoréme d’encadrement lim G(z) =

0

Tr——400

+oo
(¢) En admettant le résultat énoncé, on a ?(w,t) = —sin(t) e *" donc G'(x) = / —sin(t) e "t dt
33 0

-1
D’aprés le calcul de la question |3 de la partie I, on a Vz > 0, G'(z) = 71
x
T sint
(d) / - dt = G(0); or G(z) — G(0) = / G'(t)dt = —arctanz

0

: m e o7
xEI—&r-loo G(z) =0et hrfoo arctanz = 5 donc par passage a la limite, G(0) = 5"

1. (a) Les fonctions u — z —u et u — g (u,t) sont de classe € sur [, +00[ donc par intégration par partie :

. /:(a:—u)g g(u t)dt = [(m—u)gi(u,t)] I gg(u t)dt

0 Zo

= (z — o) %(xo, t) — (g(=,t) — g(wo,t)) d’out la formule annoncée.
x



32

ovVu € [a,z], Vt >0, (zfu)aig(u,t):(zfu) xtsin(t)e ;| x—u| <]z -], 0<e ¥ L
x
82
donc (x—u)a—zg(u,t) <o — x| te !

e Par intégration membre & membre de I'inégalité précédente, on obtient :
T 2
/130

(x —u) x @(u,t)
9 =9 (a0.0) = 52 0.0 (o = a0

x
> du < / |z — 20| te ' du = (z — x0)® e puis
Ox o
T 29
< / (r —u) = (u,t)| du
Zxo x

x 829
/I (x —u) w(u,t) du

0
D’ou I'inégalité demandée en utilisant la premiére formule.

(b) En intégrant l'inégalité précédente sur R™, on a
+oo +oo 5 . 1 9
/ dtg/ (x —mo)”" te™ " dt = — x (z — w0)
0 0 @

9(0) = 9 (0,) ~ 52 (w0,8) % (&~ z0)

Or G(z) — Glao) = /Om <gi(x,t) _ gi(xo,t)> dt, done
6@ =G~ s [ Dent | =| [ (9600) - g a00) - Ftoont) x (o -0)) @ < EZPL

Dot I'inégalité annoncée aprés division par |x — x|
2. La définition du nombre dérivé en un point nous permet de conclure que

: G(z) — G(zo) dg
\ ! =1 _— = —Z -
xo > 0, G'(x0) mln;@ PR /0 x(mo,t) dt x% 1

G est donc bien de classe ¢! sur |0, +00[ comme annoncé, et la formule donnée en partie IV question [5c|est
confirmée.



