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Corrigé du devoir n° 4

2y + z = 4z
Soient X =! (z,9,2) ER? et A€ R, AX =\ X <= 2x + z = 4dy Ly+ L1+ Lo
2x + 2y + 2z = 4)Xz
2y + z = 4)x 2y + 2z = 4)z
= {2z + 2y 4+ 2z = 4X(z+y) = {2z + 2y 4+ 2z = 4dX(z+y)
2x + 2y + 2z = 44Xz L3+ Lo —Ls A (x+y- Z) = 0
1-4Nz + 3y = 0
e Pour A # 0, le systéme S, équivaut a 3z + (1—-4N)y = 0
r + y = z

Le systéme constitué des deux premiéres équations n’est de pas Cramer si et seulement si son déterminant
est nul c’est adire: (1 —4X)2—-9=0=(1—-4X+3)(1—4X-3).
Donc pour \ € {1 , f%}, Sy admet une infinité de solutions.
e Pour A\ = 0, le systéme S se raméne aux deux premiéres équations donc admet également une infinité de
solutions.
En conclusion :

* SiAZ{0,1, -1}, alors AX =AX <= X =0,,,(®)

* AX=0<<= 22x+4+y=22x+2z=0.

B -4z + 2y + z = 0
* AX =X = { 27 — 4y + z = 0
22z + 2y + 2z =
2z + 2y + 4z = 0

= z=2x=2y.

*AX:—§X<:>{ — y=—xzetz=0.

. On en déduit que Spec(A4) = {O, 1, —%} et les espaces propres associés :

Eo = Vect("(1, 1, =2)) , By = Vect('(1, 1, 2)), E_1/5 = Vect(*(1, -1, 0))

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égale a 3 donc A est diagonalisable (ou bien A
admet 3 valeurs propres distinctes).

(a) ?, 7 et ? sont trois vecteurs appartenant respectivement a Ey, E_; /2 etEy donc ils forment une famille
libre (cours) ; cette famille est de cardinal 3, c’est donc une base de R3.

(b) Les colonnes de la matrice de passage sont les vecteurs ?, 7 et ? exprimés dans la base canonique

1 1 1
doncP=[ 1 -1 1
-2 0 2
0 0 0
(¢) D est la matrice diagonale semblable & A avec P comme matrice de passage, donc D= |0 —1/2 0
0 0 1
(a) A= P D P! donc on montre par récurrence sur n que ¥n € N*, A" = P D" P~1,
(b) P~! peut s’obtenir en résolvant le systtme P X =Y ou X =! (z,y,2) et Y = (a,b, c).
T + y + z = a 2z + 2z = a+b dr = a+b—c
r — y + 2z = b =< 2z 4+ 2z = ¢ <= S 2y = a-—-5b
—2x 4+ 2z = ¢ 2y = a — b 4z = a+ b+ c
1 1 1 -1
doncP*1:Z 2 -2 0
1 1 1
1 1 1 0 0 0 /1 1 -1
Onen deduit A" =PD"P~ = 1 —1 1]x (0 (-1/2" 0x7[2 -2 0
-2 0 2 0 0 1 1 1 1
—_1\n _1\n
o 1+2<E)n 1—2(E)n 1
Ar=211-2(5)" 1+2(5)" 1
2 2 2
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6— A\ 1 1 2 4—- A
crg(Bu—AB)=1g| 2 4-x 2 |=rwg| 2 4-N 2 | LoeL,—1I
2 2 4— ) 6— A 1 1 L3<—2L3+<)\—6)L1
2 2 4- )
g0 2-2x A2

0 2X—10 —A2+10XA—22

On remarque que pour A = 2 la matrice est de rang 2 (la deuziéme ligne est nulle et les deux autres ne sont

2 2 4— A
pas proportionnelles) et pour A # 2 elle a méme rang que C' = | 0 1 -1
0 2X—10 —A2+4+10A—22
. . . _ 1 -1 ) .
On détermine le rang de la sous-matrice Cy = (2)\ 10 A2 10N — 22) dont le déterminant vaut
—A2 412X - 32.

Ainsi O est inversible si et seulement si —A\2 + 12\ — 32 # 0 c’est a dire si A € R\ {4; 8}.

En conclusion By; — A3 est inversible si et seulement si A € {2, 4, 8} et pour A € {2, 4, 8}, le rang de
Bll — )\13 est égal a 2.

. X est valeur propre de Bj; si et seulement si B1; — A I3 n’est pas inversible, donc B1; admet comme valeurs
propres : Ay =2, A\g =4 et A3 = 8.

z =

+ 0

. e Calculde By = Ker(B11—213) : B1 X =2X < 2z + 2z + 22 = 0 < { , _ (iz

2r + 2y + 2z = 0 Y

2z + y 4+ 2z =0 .

e Calculde By = Ker(By1—413) : By X =4X — 2z + 2z = 0 <= { Z = —z
2z 4+ 2y =0
-2z + y + z =0

e Calculde B3 = Ker(By1—813) : Bj1 X =8X < 2z -4y + 22 =0 =Sur=y=<x
2x + 2y — 4z = 0

| By = Vect({(0, —1, 1)), By = Vect(*(~1,1,1)) , By = Vect(/(1, 1, 1)) |

4. Les vecteurs déterminés a la question précédente comme bases respectivement de F, Es et E3 conviennent.

. On constate que les deux derniers vecteurs de la base canonique sont des vecteurs propres pour la valeur 10,
donc ’espace propre associé & 10 est de dimension au moins deux.

. Les deux derniéres équations de B ﬁ = ﬁ sont : 3y+10t = Atet 3z+10u = Awu, les 3 premiéres équations
ne font pas intervenir ¢ et u donc se traduisent alors matriciellement par Biq U = /\7, ol U = (z,y, 2).
Ainsi W est un vecteur propre de Bjp associé a 'une des valeurs propres de By;.
. D’apreés la questig)n |§|, les deux derniéres équations donnent 3y + (10 — A\)t =32+ (10 — A\) u = 0 donc :
xpour A=2 : U; =t (0, -8,8,3, -3)

%
xpour A\=4 : Uy =t (-2,2,2, -1, —1)

%
xpour A\=8 : U3=t(2,2,2,-3,—,3)
. La matrice B admet donc 4 valeurs propres réelles : 2, 4, 8, 10; 0 n’est pas valeur propre donc B est
inversible.

Les dimensions des sous-espaces propres associés sont respectivement 1, 1, 1, 2, la somme des dimensions
est égale & 5 donc B est diagonalisable.

200 0 O 0 -2 2 00
040 0 O -8 2 2 00
. Best semblablea A=]0 0 8 0 0 | avec comme matrice de passage @ =1 8 2 2 0 0
0 0 0 10 O 3 -1 -3 10
0 00 0 10 -3 -1 -3 01

La matrice @ est composée par blocs de la matrice de passage de Bi1, de I5 et de deux matrices de méme
formats que Bjs et B ; son inverse se calcule par blocs ainsi que B® = Q x A™ x QL.



Partie 111 I

. Les événements [X,, = 1], [X = 2|, [X,, = 3] forment un systéme complet donc on a pour tout n € N :
P(Xpp1=1)=P(X,, =1) Px,—1](Xng1 = 1) + P(Xy, = 2) Pix,—9)(Xny1 = 1) + P(X,, = 3) Pix,,—3)(Xnt1 = 1).
0 1/2 1/4
1 1
SOit ppi1 = 5 n+ - ) 7y ; de méme pour P(X, 411 =2) et P(X,,41 =3) :
P(Xn41=2) = P(Xy =1) Px,=1](Xn+1 = 2) + P(Xy, = 2) Pix, —9)(Xn+1 = 2) + P(Xy, = 3) Pix, =3/(Xn+1 = 2).
1/2 0 1/4
P(X7L+1 = 3) == P(Xn == 1) P[X.,LZI] (Xn-‘,-l = 1) + P(Xn == 2) P[X.,L:2] (Xn-‘rl == 3) + P(Xn == 3) P[Xn:3] (Xn-‘,-l == 3)
1/2 1/2 1/2
1 1 1 1 . L -
soit gp41 = 5 —Pn+ - 1 Gn €t Thy1 = B Pn + 5 qn + 3 r, Ces trois relations s’écrivent matriciellement :
Pn+1 1 0 2 1 Pn
Qn+1 =1 2 0 1| x| gn] cestadireY,;1 =AY, ot A est la matrice de la partie I.

Tnt1 2 2 2 Tn
. A chaque instant, quelle que soit la position du mobile, la probabilité qu’il aille au sommet 3 a l'instant
suivant est égale a 5, donc P(X,, =3) = 5

1

. On montre par récurrence sur n que Vn € N, Y,, = A"Ypou Yy = | 0
0

en =0 : évident car A™ = I3, de méme pour n =1, ;Y; = AY| par définition.
e soit n > 0, supposons Y,, = A" Yy ; comme Y, ;1 = AY, onobtient Y,,;; = AY, ;1 = A x A" Yy = A"t1Y]

La propriété est héréditaire et par conséquent, vraie pour tout n € N.
n

Dn 1 1+2(5H)" 1-2(3H)" 1 1

. Le calcul de A™ effectué partie I donne alors | ¢, | = 1 1-2 (%1) 1+2 (’71) "1l x |0] =
Tn 2 2 2 0

1+2 (3
1 1-2 (’71) Il en résulte :
2
) 1 =1\""! 1 (=1\""! 1
Partie IVI
1. La particule reste au sommet 4 ou 5 si elle s’y trouve déja, donc as s =as5 =1et ass =ass =0.

. = Supposons Xy = 1 (la particule est en 1 au départ) : les événements [X; = 1], [X; = 2] et [X1 = 3]
forment un systéme complet. On applique la formule des probabilités totales :

a14 = a14 X P[onl] (Xl = 1) + ag4 X P[Xg:l] (Xl = 2) + azq X P[X(]:l] (Xl = 3) c’est a dire :

a4 = 0,6a14 +0,20a24 +0,20a34

* De méme si Xy = 2, les événements [X; = 1], [X; = 2], [X; = 3] et [X; = 4] forment un systéme
complet ; la formule des probabilités totales donne :

94 = Q14 X P[Xo:2] (Xl = 1) + aoq X P[ong] (Xl = 2) +aszq4 X P[X0:2] (X1 = 3) + ayq X P[Xg:2] (Xl = 4) donc :
azqg = 0,1a14 +0,4a24 +0,2a34 +0,3

* Enfin si Xy = 3, les événements [X; = 1], [X; = 2], [X; = 3] et [X; = 5] forment un systéme complet ;
la formule des probabilités totales donne :

a34 = a4 X P[X0:3] (Xl = 1) + agq X P[ong] (Xl = 2) +aszq4 X P[X0:3] (X1 = 3) +asq4 X P[X0:3] (X1 = 5) donc :
ags =0,1a14+0,2a04 +0,4a34 +0



On obtient bien le systéme annoncé, qui est équivalent & :

—4x + 2y —+ 2z = 0 L1%L1+L2+L3 —2x — 2y — 2z = -3
r — 6y + 2z = =3 Lo+ 4Llx+14 <= - 22y + 10z = —-12 <=
r + 2y — 6z = 0 L3« L3— Lo 8y — 8z = 3
r + y + z = 3/2 1 11 5
y — z = 3/8 donc l'unique triplet solution est : (z,y,2) = =, —, —
B 216" 16
y = 11/16

La particule atteint le sommet 4 pour la premiére fois aprés le n® saut sachant que Xy = i si et seulement
si elle est au sommet 2 aprés le n — 1° puis saute en 4 au ne.

Pour Xy = i, les probabilités d’arrivée aux différents sommets au bout de n sauts sont les composantes
du produit (%)n par le vecteur colonne ayant une unique coordonnée non nulle égale & 1 en i° ligne.
La deuxiéme ligne donne donc la probabilité d’étre au sommet 2 aprés le n — 1° saut en partant

du sommet 1: 1 x (0,8)""1 — 1 x (0,4)"~*

du sommet 2 : 1 x (0,8)"71 + 1 x (0,4)""' + 1 x (0,2)"!

du sommet 3 : 1 x (0,8)"71 + 1 x (0,4)""1 — 1 x (0,2)"!

D’ou la probabilité que la particule atteigne le sommet 4 pour la premiére fois aprés le n® saut sachant

PN NI

3
Xo=1: (3 x(0,8)" 1 =1 x(0,4" ) x Px,_,—2 (X, =4) = %((0,8)”‘1 — (074)"—1)
3 -1 -1 -1
Xb:2:160Q&n + (0,471 +2(0,2)" )
3 -1 -1 n—1
Xb:3:160Q&" + (0,471 —2(0,2) )
Notons A; 4(n) I'événement « Arriver en 4 pour la premiére fois aprés le n° saut en partant de 1 » ; les

Ay 1(n) sont deux a deux incompatibles et leur réunion est ’événement « Etre absorbé en 4 en partant

= 3 I 3 1 1 1
. _ _ n—1 _ n—1 — _ [
de 1»; donc ayq = n§:1: P(A14(n)) = 20 nzzl ((0’ §) (0,4) ) 20 (1 -0,8 1-0, 4) 2

Avec des notations similaires on a :

“+o00 +oo
3 3 1 1 2
_ P(A _ n—1 4 n—1 2 ) n—1\ _ _
a24 ngl ( 2,4(”)) 40 Z((Oas) + (0, ) + (07 ) ) 40 1— 0,8 + 1— 074 + 1— 072

n=1

+o00 +o00
az4 :Z P(Asa(n)) = 430 2:((078)"_1 +(0,4)" "t -2 (072)”_1> = 4%) ( ! ! 2 ) _5

1—Q8+1—Q4_1—Q2

n=1 n=1
On procéde de méme avec le sommet 5, en remarquant que pour étre absorbé en 5 aprés le n® saut il
faut étre en 3 apres le n — 1°.
La symétrie du graphe entraine que les valeurs sont échangées pour les sommets 2 et 3 et conservées
pour le sommet 1; cette symétrie se retrouve dans les coefficients de la matrice B™.
1 5 11

On peut donc affirmer que | a15 = a14 = 3 i Qo5 = Q34 = 16 ; a3s = Qo4 = 16

La probabilité d’étre absorbé en partant du sommet 1 vaut ai5 + a14 = 1, ainsi

« Etre absorbé en partant du sommet 1 » est un événement quasi certain.

De méme ass +aos = 1 et ags+azq4 = 1 donc « Etre absorbé en partant du sommet 2 » et « Etre absorbé
en partant du sommet 3 » sont aussi des événements quasi certains.

Donc quel que soit le point de départ, la particule est absorbée avec la probabilité 1.
« Etre absorbé en 4 » a pour probabilité % (a14 + agq + azq) = % et sachant qu’on part du sommet 3,
I’événement « Etre absorbé » est quasi certain, donc la probabilité d’étre parti de 3 sachant qu’on est
(1/3)0,34 o 2a34 - 5

(1/2) 3 24
Soit n € N*; événement [Z = n| est la réunion des deux événements « Arriver en 4 pour la premiére
fois aprés le n® saut en partant de 1 » et « Arriver en 5 pour la premiére fois aprés le n® saut en partant

3
de 1» qui sont équiprobables et incompatibles, donc P(Z = n) = 2 x 20 % ((07 g)n—t — (0,4)"_1) et

I 3 X n—1 n—1 3 1 ! 20
E<Z>:§”P<zzn>=m2n(<w> -9 ):10<(1—078)2_(1—074>2):3
4

absorbé en 4 est égale a

n=1



