2 BCPST 1 & 2 Samedi 7 novembre 2015

MATHEMATIQUES
Devoir surveillé n°2
Durée : 3 heures 30

L’usage d’une calculatrice est interdit pour cette épreuve. Si, au cours de I’épreuve, un
candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

PROBLEME N°1

Dans tout ce probléme, a désigne un nombre réel. On se propose d’étudier les suites réelles (uy,)
vérifiant une relation de récurrence du type :

neN

Vn € N, upt1 = au, + P(n)

ou P est un polynome.
Le R-espace vectoriel des suites réelles est noté RY.
Un élément de RY est noté indifféremment (uy,), o U .

Partie A : Le cas ou P est constant

Dans cette partie, on pose E((IO) = {u e RN /AbeR,VneN, upt1 = au, + b}.
1. Soit u € E,(ZO). Il existe donc un réel b tel que, pour tout n € N : up 1 = au, + b. Démontrer
I'unicité de b. On notera b = b, pour u € EC(LO).
2. (a) Déterminer E%O).
(b) Déterminer E(go).
Dans le reste de cette partie, a est supposé différent de 1.

3. Démontrer que E(SO) est un R-espace vectoriel.

4. Soient = (zp)nen €t ¥y = (Yn)nen les suites définies par :
VvneN,z,=1 et y,=a"

Démontrer que (z,y) est une famille libre de El(zo). On précisera les valeurs de b, et b,,.
5. Soit u € E\.

AZo + pyo = uo

(a) Démontrer qu’il existe (A, u) € R? unique tel que :
ATy + py1 = uy

(b) Montrer que, pour A et u définis & la question précédente, on a :
Vn € N, u, = Axy, + pyn

(¢) Que peut-on conclure ?

6. Calculer la dimension de E((lo).



Partie B : Le cas ot a # 1

Dans cette partie, on suppose que a # 1.
On fixe par ailleurs un entier naturel p, et on note R,[X] le R-espace vectoriel des polynomes a

coefficients réels de degré inférieur ou égal a p.
Enfin, on pose : E[(lp) = {u eRY/3Pe Ry[X],Vn € N, upy1 = auy, —I—P(n)}.

, R,[X] — RPH1
1. (a) Démontrer que ¢ : 7
(®) WP p s (P(0),P(1),..., P(p))
tive de R,[X] sur RPTL.

(b) Soit u € E). 1l existe donc un polynéme P € R,[X] tel que :

est une application linéaire bijec-

Vn € N, up41 = au, + P(n)

Déduire de la question précédente 'unicité de P. On notera P = P, pour u € E&p ),

2. Démontrer que Ec(lp ) est un R-espace vectoriel.

EY — RX]

est une application linéaire.
u P,

3. Prouver que l'application 6 :

4. Déterminer le noyau de 6.

5. Pour tout k£ € N, on pose Qp = (X + 1)F — aX*.
(a) Quel est le degré de Q7
(b) Démontrer que la famille (Qo, Q1, ..., Qp) est une base de R,[X].
(c) Démontrer que, pour tout k € [0, p], Q appartient a Im(@).

(d) Conclure que 'application 6 est surjective.

6. Déduire des questions précédentes que I'espace E((lp ) est de dimension finie et calculer dim (E[(lp )) .

7. Pour tout k € [0,p], on pose z(*)la suite définie par : Vn € N, x%k) =

On rappelle que y est la suite définie, pour tout n € N, par 3, = a™.
(p)

Démontrer que la famille (x(o),a:(l), o, zP) y) est une base de F; .

nk.

8. Application : Déterminer la suite (uy,)nen vérifiant :

Uy = —2
Vn € N, upt1 = 2uy —2n+7

Partie C: Lecasoua=1

1. En adaptant les résultats obtenus a la question précédente, déterminer :

E£p) = {UGRN/HPERP[X]aV”GNv Un+1 :u”+P(n)}

2. Application : Déterminer la suite (uy,)nen vérifiant :

UQ:—2
Vn €N, uptr1 =up —6n+1



