Corrigé du devoir n° 7

|Exercice 1 |

Premiére situation

1. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, donc une densité du couple est donnée par le produit
des densités de X et Y, soit :

‘ V(x,y) € R?, f(z,y) =1si (z,y) € [0,1]% et 0 sinon.
2. ecast<0:[S<t]C[S<0]=@,donc P(S<t)=0.
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t x+y=t
x+y=t
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e cas 0 <t < 1: P(S < t) est laire du triangle grisé a gauche, donc P(S < t) = 7
2—1)2
e cas 1 <t <2: P(S<t) est laire du domaine grisé a droite, donc P(S <t) =1— ( 3 )
ecast>2:[S<tD[S<2 =9, donc P(S<t)=1.
0 sit<0
t2
— si0<t<1
Fs(t)=P(S<t)={ 2,
——4+2t—-1 sil<<t<2
1 si2<t

3. On constate que la fonction de répartition Fg est de classe €' par morceaux, sur chacun des intervalles

] —00,0[, ]0,1], ]1,2] et ]2, +00[ et continue sur R. On en déduit que S est une variable a densité, dont une
densité est obtenue par dérivation de Fg en tout point de R\ {0,1,2}.

t siog<t«l1
fs(t) = 2—t sil<t<?2
0 sinon

4. U et V dont a valeurs dans [0, 1]; soit ¢ € [0,1] :
On représente les domaines D, (t) = {(z,y) € [0,1]%, min(z,y) <t} et Dy (t) = {(z,y) € [0,1]%, max(z,y) < t}
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P (min(X,Y) < t) est I'aire du domaine D,,(t), donc Fy;(t) = P (min(X,Y) <t) =1 — (1 — t)?; de méme
P (max(X,Y) < t) est laire du domaine Dy (t), donc Fy (t) = P (max(X,Y) < t) = t?; finalement :
0 sit<0 0 sit<O
VtER, Fy(t)=1< 2t—t? site[0,1] et Fy(t)=14 t* sitel0,1]
1 sit>1 1 sit>1

On en déduit donc des densités de U et V :

0 sinon 0  sinon

Vteﬂ& fU(t):{ 2(17t) SitG[O,l} et fV(t):{ 2t SitG[O,H

Deuxiéme situation

1. On détermine Fy, la fonction de répartition de Y : soit t € R
[V <t] =[X>1-1t] = [X >1—1t] car X est une variable a densité; donc Fy(t) =1 — Fx (1 —1).
e Sit<0,alors1—t>1, Fx(1—t)=1donc Fy(t) =0.
e Sitel0,1],alors1—te[0,1], Fx(1—t)=1—¢tdonc Fy(t)=1—(1—-1¢) =+¢.
e Sit>1,alors 1 —t <, Fx(1—1¢)=0donc Fy(t) =1.
Fy et Fx sont égales, donc X et Y suivent la méme loi, Ug 1.
2. Y =1— X donc X +Y est une variable certaine égale a 1.

3.(a) min(z,1—z) =2 < z<1—zcestadiresiz <1, etdoncmin(z,1—z)=1-2 < z> ;.

max(z,1 —z) =2 < z>1—x cest adiresiz > 1, et donc max(z,1 —2)=1-2 <= <1

Y=max(x,1-x)
Y=min(x,1-x)

L’ensemble des solutions dans [0, 1] de min(z,1 — z) < ¢ est
esit<0
e La réunion des deux segments [0,¢] et [1 —¢,1] si 0 < ¢ <

1
2
e Le segment [0,1] si t > 3

L’ensemble des solutions dans [0, 1] de max(z,1 — ) < t est
eTsit<i

e Le segment [1 —¢,¢] si 1 <t <1

e Le segment [0,1] si ¢ > 1

4. On en déduit directement les focntions de répartition de U et V :

0 sit<O0 0 sit< i
VEER, Fy(t)=4q 2t si0<t<3 et Fy(t)=¢ 2¢t—1 sig<t<1
1 sit>3 1 sit>1




On remarque que U et Vsuivent des lois uniformes : U < %y 17 et V — %, ,, donc

Nl=

2 siigtgl

% et fV(t){ 0 2

2 si0<t<
VtER, fU(t){ 0 sinon

sinon

|Exercice 2 |

1. X et Y sont des variables a densité indépendantes, donc une densité f du couple est donnée par le produit
des densités de X et de Y, soit :

V(z,y) € R?, f(x,y) = A2e e ™ si x et y positifs, 0 sinon

< t) est lintégrale sur le domaine D; de la densité du couple (X,Y) :

Z
« P(Z<t) = /+oo /t(lﬂ)zze—x(a:w)dx dy = /+Oo)\e—xy [ 049 g
x=trm4 y=0 x=0 y=0 0

+oo
/ A (e—ky _ e—A(ty-‘ry-&-t)) dy
x 0

e~ Ay(t+1) )} Foo e M
_— =1
0

PZz<t)=1 e -
( ) +[e ( t+1 t+1

—At

sit>0
0 sit<0

Vt e R, Fz(t> =

3. Apreés s’étre assuré que Fz est bien une fonction de répartition (croissante, a valeurs dans [0, 1], continue &
droite) on vérifie qu’elle est continue sur R (étude & faire en 0), de classe €' par morceaux (sur R*), donc

Z est bien une variable a densité.
. . » A1+ t)e M
Une densité de Z s’obtient sur R* en dérivant Fz, donc Vt < 0, fz(t) = 0 et V& > 0, fz(¢) = —a 0T

D’ou, en choisissant fz(0) = 0 par exemple :

AA+t)+1)e

VtéO,fZ(t)zoet Vt>0,fz(t): (1—|—t>2

P([Z>a+1tN[Z>a])

4..P[Z>a](Z>a+t): P(Z>a+t)

,ort>0,donc [Z>a+t] C[Z>a]et

P(Z>a+t) e AHa) J4g

[Z >a+1tN[Z > a] = [Z > a+t]. Par conséquent, Pz~q (Z >a+1) = PZ>a) = 1ii1a o

(14+a)e >
P Z t)y = ——"——
[Z>a]( >a+) 1+t+a
ef}\t atefAt
P(Z>t)=——,et P Z ty—P(Z>t)= 0
*« P(Z>1) T3 ot s (2> a+t) (Z>1) At tatt)

Conclusion : on vient d’établir Pz~q (Z —a >1t) > P(Z > t), donc la probabilité que le systéme n’ait
toujours pas subi de panne a U'instant ¢ + a sachant qu’il n’en a pas subi jusqu’a l'instant a est supérieure a
la probabilité qu’il fonctionne pendant un temps au moins égal & ¢t & compter de la mise en service.
Autrement dit, la probabilité de fonctionnement sans panne dans les ¢ prochaines minutes (ou heures ou
jours...) augmente en fonction du temps déja écoulé depuis la mise en service; la fiabilité du réseau augmente
avec le temps.



|Probléme |

1. (a) W est le temps d’attente entre I'instant de sortie de la premiére personne et celui de la deuxiéme; si A
sort avant B, alors W =Y — X, sinon W =X - Y.

(b) X et Y sont indépendantes, donc une densité f du couple est donnée par V(z,y) € R?, f(z,y) = fx(z) x fy(y)
Soit (z,y) € R?, (z,y) € B, <= —w<y—z<w

A SoitweR,w<0:>[|X—Y\<w]:QdoncP(|X—Y|gw):

Fy (w) =0.

Soit w > 0, P<|X -Y| < w) = // f(z,y)dzdy = o? // e @) 4z dy
B, B,
+oo

w T+w T+w
rew ; Fy(w) = a2/ e * (/ e~ dy) dx + aQ/ e r (/ e~ dy) dx
w : X =0 y=0 T=w Yy=r—w

oo

+oo +
— Oé/ e—aT (1 _ e—a(x+w)> dCC—FOé/ e—aT (e—a(x+w) _ e—a(x—w)) dx
w

w
—a(2z+w) ¥ 1 40 —3aw —aw |
B + e:| 4= |:e—o¢(2:v+w) _ e—a(?z—w)] _ 1_e—aw+e € 4= (_e—Saw + e—aw)
o w 2 2 2

Fyw)=1—e"*siw>0et Fyy(w) =0siw <0
Fy est la fonction de répartition d’une variable de loi exponentielle de paramétre a, donc
W — &(a)

(¢) X,Y et Z sont mutuellement indépendantes, donc W et Z sont indépendantes; donc une densité du
couple (Z, W) est le produit des densités de Z et W. Ainsi V(z,w) € R?, fzw)(2z,w) = fz(2) fw (w).

Y(z,w) € R?, fazw)(z,w) = a?e @G H9) g 2 > 0 et w >0 et 0 sinon

+00 pw +oo
P(Z < W) = / / ae =ty du = a/ (1 — e_o‘“) e “dw =

w=0J2z=0 =0

2 +oo
2 ], 2
(d) Ce résultat n’est pas surprenant étant donné que Z et W sont

indépendantes et suivent la méme loi.

C n’est pas le dernier a sortir si et seulement si Z < X ou Z < Y, c’est & dire, si et seulement si
Z +min(X,Y) < max(X,Y). En remarquant que |X — Y| = max(X,Y) — min(X,Y"), on obtient :
C ne sort pas en dernier <— Z < W

La probabilité que C ne sorte pas en dernier est égale a %

2. (a) Le temps passé par C dans le bureau de poste est égal au temps de sa communication, soit Z, plus le
temps d’attente, soit min(X,Y).

| T=Z+min(X,Y) |
(b) Vt € R, min(X,Y) >t] =[X >t]N[Y > 1], et comme X et Y sont indépendantes,
P(min(X,Y)>t)=P(X >t) x P(Y > ), donc P (min(X,Y) <t)=(1— Fx(t)) x (1 — Fy(t)).
X et Y sont a valeurs dans RT, donc si ¢ < 0, alors Fx(t) = Fy(t) = 0 d’ou P (min(X,Y) <t) =
et sit >0, alors P (min(X,Y) <t) =1— (e~

0.

| P(min(X,Y) <) =0sit<0ect P(min(X,Y)<t)=1-¢2*sit>0 |




Une densité fxy de min(X,Y) est alors définie par : Vt € R, fxy(t) =0sit <0, et fxy(t) =2ae > sit >0

| min(X,Y) < £(20)|

T est a valeurs dans R, donc pour ¢ < 0, C[T< 0 @, donc Fr(t) =0
b, Soitt > 0, P (T < / Ixy ()% fz(t) / / 2ae 2 xae **dwdz
z=0
t
—az —2aw]t—* e~ a7 —2at az —at\?2
e = [ e e e = [ afen et o= (- o)

(c) D T :
_______________________________ 2 Fr(t)=(1—e )" sit>0et Pr(t)=0sit <0

On vérifie que Frr est continue en 0 donc sur R, et de classe € sur R ; donc T est une variable & densité.
“+ o0
On pouvait également utiliser le produit de convolution : Vt € R, fr(t) = ny( ) X fz(t —x)dx, or

une densité de T est nulle sur | — oo, 0 et d’autre part, lorsque ¢ > 0, fz(t — ) est nulle pour x > ¢ donc
t
fr(t) = /20&6720@ x ae " dr = 2ae7 (1 — ™)
0

On constate heureusement que ces deux méthodes conduisent au méme résultat pour la loi de T'.

(d) E(T) = E(min(x, Y)) Y B(Z) = i + é

3 1
E(T) = g c’est a dire, étant donné que o = 5 I’espérance de T est égale & 7 minutes et 30 secondes
e

3. (a) » Si C ne sort pas en dernier, c’est que Z < [X —Y|, donc max (Z, | X — Y|) = [X —Y; dans ce cas X(3) =
max(X,Y) = X ou Y. Ainsi X(3) = max(X,Y) = min(X,Y) +|X = Y| = min(X,Y) + max (Z,| X - Y)

* Si C sort en dernier, alors Z > | X — Y|, donc max (Z,|X —Y|) = Z; donc C sort au bout d’un temps
égal & X(3) = min(X,Y) + Z = min(X,Y) + max (Z,|X - Y)

(b) [max(Z,|X —Y|) <t] =[Z <t]N[|X - Y| <1]; X, Y et Z sont mutuellement indépendantes, donc Z
et | X — Y| sont indépendantes et P(max (Z,|X —Y|) <t) =P(Z <t) x P(|X -Y|<t)

Z et | X — Y| sont a valeurs dans R donc V¢ < 0, P(max (Z,|X -Y]) < t) =0
vt > 0, P(maX(Z X —Y|) < ) = Fy(t) x Fy(t) = (1 —e )’

P(max(Z,|X—Y\) < t) = (1 —e_‘”)2 sit>0et P(maX(Z, X -Y]) < t) =0s1t<0

(¢) On constate en effet que max (Z,|X — Y|) et T ont méme fonction de répartition, donc suivent la méme loi.
Par conséquent, E(X(3)) = E(min(X,Y)) + E(max (Z,|X —Y|)) = E(min(X,Y)) + E(T)

1 3
X)) =5 +5- =
E(X(3)) - T34

2
e}

1
Remarque : 'espérance de X est égale a 5 minutes, donc o = 5 et I'espérance de X (3) est de 10 minutes.



