Corrigé du devoir surveillé n°3

Probléme 1 I

1 Y n
1. (a) Z(fl)kzk = 1_((_2)) (somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison —x # 1).

k=0
Cette formule est valable pour tout & # —1, donc en particulier pour = €] — 1, 1], donc
n—1
1 . n
Z(fl)kx’c = _ ot d’ou la formule annoncée.
1+ 1+
k=0
1 (—1)nm =
(b) Vx €] —1,1] les fonctions t — ——, t — ~——— et t — Z(—l)ktk sont continues sur [0, z] donc :
1+t 1+t P
n—1
e (LT
o= )Rk dt ( dt, soit In(1 =) ~— / dt
/0 T+ Z/ +/O Tr1 , soit In(14x) kzzo E Tl —|—O 1 , puis par
changement d’ 1ndlce (J=k-1)
- k 1 k T (_t)n
n(1 dt
o) Z /0 1+t
k=0
(c) Soitz €]—1,1];siz € [0,1] alors Vt € [0, z], = < t" donc dt < t"dt = ——
T+t] 1+t o [T+t 0 n+1
£ ™ Tl ()" 1 x n+1
et siz €]—1,0[alors V¢ € [z,0], < i donc/ (=) < / t"dt:L
1+t 14z o | 1+¢ 1+z /o n+1)(1+2x)

. n—1
T (_p\n -1 k—1
(=0) dt = 0 donc ngrfw Z % ¥ =1n(1 + z)

Dans les deux cas, on en déduit que lim
n—+oo [ 141

2. Il suffit d’appliquer la formule établie & la question précédente a x =1 et x = —% :
+oo k—1 +oo k—1 k +oo
_ N (D K _ 1\ (1) " 1
ln2—ln(1—|—1)—ZTx1 et —In2=1In 1—5 —ZTX —5 __Zﬁ
k=1 k=1 k=1
2n+2 2n
3.(a) Soit n € N5 Sanio—Son = »_ (=1  up = > (=) ug = (=1)"" M ugnio + (—1)*" vz
k=1 k=1
= —Ugpt2 + Uan+1 = 0 car Uspy1 = Uoni2 ’ (Sap) est croissante ‘
2n+3 2n+1
Sont3 — Song1 = Z (—1)F 1y, — Z (=) g = (1) 209, 5 + (=12 ugy 4o
k=1 k=1

= Ugpig — Uopt1 < O car uspis < Uspio ‘ (San+1) est décroissante ‘

D’autre part Sopyo — Soni1 = (—1)*" T ug, 0 — 0, done (So,41) et (S2,) sont adjacentes.
n—oo
(b) (San+1) et (S2n) sont adjacentes donc convergent vers un méme réel S; par conséquent la suite (.Sy,)
n

converge vers S. Ainsi liIE (71)1@71 ur = S € R; la suite des sommes partielles de la série converge,
n——+00o
k=1
donc la série est convergente, de somme S.
(Say,) est croissante donc converge vers la borne supérieure de 'ensemble de ses termes : ¥n € N*| Sy, < S.
(Son+1) est décroissante donc converge vers la borne inférieure de 1'ensemble de ses termes : Vn € N*| So,, 1 > S.
(¢) ¥n e N, 0< Sopt1 — S < Sany1 — Son = Ugnt1 done [Sopt1 — S| < ugnt1
Vn € N*, 0> Sa,, — S = Son — Sont1 = Ugnt1 done |Sa, — S| < ugny1 < uop

Finalement Vn € N*, |S,, — S| < u
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1
La suite de terme général T décroit vers 0; on peut donc appliquer le résultat de la question précédente

n o 1\k—1
IHQ—Z% <

X
k=1

3|

-1 k—1
a la série Z L dont la somme vaut In2 : Vn > 1,
k>1 k

<1077, donc | N, =107 | convient.

1n2—zn:¥

k=1

1
On en déduit que — < 1077 =
n

n -1 k—1
(n>107) = (Z L est une valeur approchée & 107? prés de In 2)

k=1 k
1 1
R,, est positif car c’est une somme de termes positifs ; d’autre part, Vk > n + 1, ok < o donc
oo oo oo
1 1 1 1 1 1
Bu< D, gn =gt 2. g (j=h—n—1) 271 25
k=n+1 k=n+1 =0
In2 — Z ToF = R, donc (Rn < 10"’) = Z ok est une valeur approchée & 1077 de In 2.
k=1 k=1
C < 1 il suffit d dre N tel <1077 Cest a dire| N > P10
omime Rn\Q—n,l suflit de prendre pte queT\IO c’est a dire »Z 1192
. 1 1 ) 1 1 L )
Vn € N*, 2" 2 n donc — < —; par conséquent —— < — < 1077, donc N, = N,,.
2 n 248Vp N,

Remarque : En fait lorsque p tend vers +oo (c’est a dire si on fait tendre la précision de ’approximation

1 1
vers 0) on =0 () , donc N, et N, tendent vers l'infini mais N, = o(N).
' noo n

Par exemple, pour n = 2 on obtient Ny = 100, Nj = 7 et pour n = 10 on a Njg = 101°, N{, = 34.
La convergence est considérablement plus rapide avec la deuxiéme série.

function [S1,52]=QUESTION_INFO(n)

Y1=[1; Y2=[1;S1=0;S2=0;X=1:n;

for k=1:n do
S1=S81+(-1)~(k-1)/k
Yi=[Y1 ,S1]
852=52+1/ (k*2"k)
Y2=[Y2 ,S2]

end

plot(X,Y1,’red’,’Linewidth’,1)

plot([0,n], [S2,52], ’green’, ’Linewidth’,3)

plot(X,Y2,’blue’, ’Linewidth’,2)
endfunction



1. (a)

Probléme 2 I

Ui=FiNFy, Ay=P Nk, B,=P, U =P NF,NEFE;

Az = P, N F3 (le premier résultat est indifférent puisque le deuxiéme lancer doit donner pile)
B3 =UiNPy=(AUBy) NPy = (A2 NP3)U(BoNP3), Us=PNF30NFy;

les lancers étant indépendants on en déduit :

u

1=p% T2=gqp, Y2=q, u2=qp>, T3=4qp, Ys=22q+y2q=q*(1+p), uz=gqp

2 ]

(b)

(d)

U, est réalisé si et seulement si les lancers n et n+ 1 donnent «FACE», et si c’est la premiére fois qu’'on a
deux «FACE» consécutifs ; donc apreés le n°® lancer, on n’a jamais eu deux «FACE» consécutifs, et comme
le n® lancer donne «FACE», A,, est réalisé; ainsi U,, C A,,.

Si A, est réalisé, il suffit d’obtenir «<FACE» au n+1¢ lancer pour réaliser U,,, on en déduit U,, = A,NF} 41

d’ou
‘ P(A,4+1/A,)=0 ‘ car si on réalise A, 11, alors on obtient «<FACE» au n + 1° lancer et «PILE» au n®,

donc A,, n’est pas réalisé (en d’autres termes A, N 4,41 = 9).

A, UB, est I'’événement : « Les n premiers lancers ne donnent pas deux «FACE» de suite », donc si B,,

est réalisé, il suffit d’obtenir «FACE» au lancer suivant pour réaliser 4,1, d’ot ‘ P(An41/Bn) =p ‘

Réaliser B,,4+1 implique d’obtenir «PILE» au n 4 1° lancer; or si on n’a pas eu deux «FACE» de suite
au cours des n premiers lancers, ce sera encore le cas aprés le lancer n + 1 s’il donne «PILE».

On en déduit | P(Byi1/Bn) = P(Any1/An) = q |

(A, NB,) =2, (A,UB,) =U,_1, et A,11 et B,11 sont inclus dans A, U B,,, donc :

P(A7L+1) = P(A7L+1 N Bn) + P(An+1 N An) = P(Bn) X P(An+1/Bn) + 0 soit
P(Bpy1) = P(Bpiy N By) + P(Bpsr N An) = P(By) x P(Bps1/By) + P(An) x P(Bny1/Ay) soit
‘ Ynt+1l =qYn +qTn ‘

On montre ce résultat par récurrence a deux termes sur n & partir de la valeur 2 :
% on vérifie que 22y = fo : ygzéet fo=fi+tfo=2etque3ys = f3: yz = (1—%) % zget
fa=fotfi=3

% soit n > 2, on suppose que 2"y, = f, et 2" 1y, 1 = f,11; d’aprés les relations établies & la question
1 1

précédente Y42 = B} Tny1 + 5 Yn+1 = 1 UYn + 5 Yn+1 donc
2n+2 2n+2

fn+2 - 2n+2 Yn+2 = T Yn + T Yn4+1 = 2" Yn + 2n+1 Yn+1 = fn + fn+1

1_pl 2 _ 2
%zlzfo ot T2 g =a+ B =1= fi1, donc la formule est vraie pour n =0 et n = 1.

o — o —

n+ _ An+1 n+2 _ an+2
Soit n > 0, on suppose que % = f, et % = fri1
a—p a—p

Remarquons que o et 3 sont solution de équation 22 =z + 1, donc o> =a+1et B2 =8+ 1, d’ou :
(a2 — pn+2) 4 (antt — gty = ot (o + 1) — B*FH (B + 1) = a3 — B T3 par conséquent :

an+2 _ ﬁn+2 an+1 _ Bn+1 an+3 _ ﬂn+3 . an+3 _ 6n+3
+ = ,d’ou fn+1+fn: :f71,+2
a—p a—p a—p a—p
an+1 _ pn+l anJrl _ An+l
Pour tout n > 2, y, = f—n = 7ﬂ, donc x,41 = B

omn 2"(@ _ ﬁ) 2n+1(a _ B) '
Ceci donne 'expression de z,, pour tout n > 3; on vérifie qu’elle reste vraie pour n = 2, ainsi

a — ﬁn a — Bn
Vi 22, = ety = e
R it R T Gt )
1 a—p
u; = — = ——, donc la formule obtenue pour u,, est valable pour tout n > 1.
1~ 2@-p)



i”” 2<a1— ) li" (3) - (f)] - 2<a1— ) [Z <<1 —13>2) - § - ((1 —1§>2>]

:aiﬁ<(2_aa)2_(2_ﬁ6)2>=4—a5:5

1
Comme dans le cas précédent, on a pour tout n > 2, x,41 = = (zp, + yn), donc

“Yn € Ypp1 =

3 3
Vn 22, Typyo = 3 Tp41 + = 9 T, puis en multipliant par ¢, Vn > 2, u,42 = 3 Up+41 + 9 u
On constate que cette relation reste valable pour n = 1; on résout ’équation caractéristique associée :
2ffff:O iapo solt'osgetff
x 379 qui a pour solutions ¢ 3
2\" 1\"
Il existe donc deux constantes réelles a et b telles que Vn > 1, u, = a <3> +b <—3> . On calcule a
et b en résolvant le systéme :
2a b 4
= T3 T ui=g 4 4
43a % 94 on obtient a = 9 et b= —3 donc
07 - = =
9 "9 o7

Yn>1, u, =

-]
)—( é)]
e[S (D]l ) (i)l -4

En reprenant les relations établies & la question on a Vn Tp42 = PYn+l = DPqTp + qTpt1, €t
comme U, = ¢Tn, o1 a aussi Vn = 2, upyo — qun_H pquy, = 0, relation dont on vérifie qu’elle reste
vraie pour n = 1 puisque u; = p?, us = uz = ¢p>
D’autre part, (n+ 2) unt2 — ¢ (n+ 1) Upi1 — pgnuy, =n (Uniz — qUnt1 — PqUn) + 2Untz — G Uniy

0

On a donc bien les deux relations annoncées.

L’équation 2 — ¢r — pg = 0 a pour discriminant A = ¢% +4pg > 0 donc I’équation a 2 racines réelles
distinctes 71 et ro (r; < r2); lexpression f(r) = r? — qr — pq est négative sur Uintervalle [ry,rg].

Or f(-1)=1+q—pg>0carg>0etpg<let f(1)=1—q—pg=p—pqg=p?>>0;donc —1et1
ne sont pas dans Uintervalle [r1, 3] et —1 <r; < rg < 1.

Il existe des constantes réelles a, et b, (indépendantes de n mais pas de p) telles que I’'on ait :

Vn e N* u, =apri +byry;

Les séries > 7, S rh, > nrf, Y- nrd sont des séries géométriques et dérivées convergentes, car de
raisons r1 et ro appartenant a | — 1, 1[. Donc Y u,, et Y nu, convergent.

Unt2 — Unt1 — PqUn = Ungz — (1 = D) tng1 — (L = p) iy = (Ung2 — Ung1) + P (Ung1 — Up) + P*Un.

La relation Vn € N*, uy, 19 — qup+1 — pqu, = 0 entraine par sommation pour n € N* :
oo (oo} [ee]

Z(un+2—un+1)+p Z(un+1—un)+p2 Z U, = 0; les deux premiéres sommes sont télescopiques donc :
n=1 n=1 n=1

—uy —pus +p* Yty =0, s0it p? D up =uz +pus = qp* +p x p* =p*(p+q) =p°

n=1 n=1
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Par changement d’indice (j =n + 2) on a Z(n +2) Upy2 = (Z nun> —up — 2uy

n=1 n=1

oo
De méme, en posant j = n+1, Z(n—l— Dupsr = <Z n un> —u1, donc en utilisant la deuxiéme relation

n=1 n=1

de la question Z ((n +2)upyo —qgn+ 1) upyr — pqnun> = Z (2 Upto — qunﬂ)

n=1 n=1

o0 o0 o0 oo o
(znun—ul—z@g—q<znun—ul>—qunun:z(zun—ul—@)—q<zun—ul>
n=1 =1 n=1
(1—qg—gqp) (Znun> (g—Duy —2us=(2-gq) (Zun> —2)uy — 2us
[e°) 1 _ 2
p—qp) (Znun> (2—-¢q) x1—wuy donc Znun:u
n=1

On vérifie sans peine que ce résultat est cohérent avec les valeurs obtenues aux questions précédentes
1 o2

(pour ¢ = 5 puis ¢ = 3).

o0

o0
Z uy, représente la probabilité d’obtenir deux «FACE» de suites au bout d’un temps fini, et Z n Uy

n=1 n=1
représente le temps moyen d’attente pour 'obtention du premier «FACE» de la premiére série de deux

«FACE» consécutifs.
En d’autres termes, en notant X la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir
o0

1+p
2

deux «FACE» consécutifs, on a E(X) — 1= Z nuy, donc E(X) =

n=1

function N=DeuxFace(p)
fF=)f
r=rand ()
Jeu=[r]
face=(r<p)
N=0
while not (fF) do
R=rand ()
face=(r<p)
Face=(R<p)
Jeu=[Jeu R]
fF=face&Face
r=R
N=N+1
end
disp(Jeu)
endfunction



