Corrigé du devoir surveillé n° 1

'Probléme 1 |

1. Un premier cas particulier

(a) i

ii.

iii.

0

En choisissant 2 = 0, on obtient : f(0) = [ f(t)dt +e° =0+ 1, donc | f(0) = 1.
0 fo=1]
La relation

Vo e R, f(x):/()xf(t)dt—i—e’” (%)

entraine que la fonction f est la somme de  — €%, qui est bien sir de classe €' sur R, et de
x

Papplication z — f(t)dt, qui est de classe € sur R en tant que primitive (qui s’annule en 0)
0

de la fonction continue f. Ainsi, ‘ f est de classe ¢! sur R. ‘

Remarque : A fortiori, [ est dérivable sur R.

En dérivant la relation (x), on obtient

Yz eR,  f(x) = flx)+e”|

D’aprés la question précédente, f est solution de I’équation différentielle : ¢y’ — y = e”.
Les solutions de I’équation homogene ¢y’ — y = 0 sont toutes les fonctions de la forme

x> Ae” (ou A € R).

Selon la méthode de variation de la constante, on recherche une solution particuliére y, de I’équation
y' —y = € sous la forme Yz € R, y,(z) = A(x) e” ou A est une fonction dérivable sur R. En reportant
dans 'équation y' — y = €%, on obtient Vo € R, X (x)e® = e*, ce qui donne Vz € R, X (z) = 1. On
peut alors prendre Vo € R, A(z) = z, ce qui nous donne la solution particuliére suivante :

Vo € R, yp(a) =xze”.
Il s’ensuit que les solutions de I’équation 3’ — y = e* sont toutes les fonctions de la forme
xr— (A +2x)e” (ou A € R).

La condition f(0) = 1 implique alors que f est la solution de 3’ —y = e pour laquelle (A+0)e® = 1,
c’est-a-dire A = 1, donc

‘VxER, fle)=(0Q+x)e".

(b) On vérifie que la fonction f trouvée a la question précédente est bien continue et solution de (*) sur R :

Pour tout z € R, on a

x
/ (1+t)e dt +e* =
0

ou l'intégration par parties de la premiére ligne est justifiée par le caractére €' sur R des applications
t—s 14tett— e

Donc ‘ x +— (14 z)e” est la seule fonction continue sur R, solution de (*). ‘

2. Un second cas particulier

—T

Notons (xx) la relation : Vz € R, f(z) = ft)dt+e®

0



0
(a) i. En choisissant = 0, on obtient a nouveau f(0) = / f@)dt+e®=0+1, donc| f(0)=1.
0

ii. Le théoréme de Darboux : « Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive de classe

€' sur cet intervalle », entraine que ‘ f admet une primitive F' (de classe ) sur R. ‘

La relation vérifiée par f s’écrit alors : Vo € R, f(z) = F(—x) — F(0) +€° (% % *).

iii. D’aprés la question précédente, f s’exprime comme somme de composées de fonctions de classe 6!,
donc | f est de classe €' sur R. ‘

De plus, en dérivant la relation (x x %), on obtient : ‘ Vz € R, fl(z) = —f(—z) + " ‘
En choisissant © = 0 dans cette formule, il vient f/(0) = —f(—0)+e’ = —1+1 = 0, donc | f/(0) = 0.

iv. La relation Vo € R, f'(x) = —f(—x) + e entraine que f’ est de classe ¢!, comme somme de

composées de fonctions qui le sont, donc ‘ f est de classe €2 sur R. ‘

D’autre part, en dérivant la relation Vo € R, f/'(z) = —f(—z) + e®, on obtient

‘VmER, 1" (z) zf’(—m)—I—ex.‘

v. La relation Vz € R, f'(z) = —f(—x) + ¢* (démontrée a la question [2(a)iii) implique que Vz €
2(a)iv]

R, f'(—z) = —f(z) + e *. En combinant ce résultat avec celui de la question [2(a)iv} on peut écrire
Vz € R, (@)= f'(—z)+e* = —f(x) + e +e%,

c’est-a-dire

‘VxER, f'(z)+ f(x) =e"+e "

vi. D’aprés la question précédente, f est solution de I’équation différentielle : v +y =e* +e %
L’équation caractéristique de I’équation homogéne y” +y = 0 est 72 + 1 dont les solutions sont
r = #4. Donc, les solutions de I’équation homogeéne y” + y = 0 sont toutes les fonctions de la forme
x+— % (Acosx + psinz) = Acosx + usinz  (out A\, u € R).
On cherche une solution particuliére y, 1 de 'équation " +y = €® de la forme z — «a ¥, a € R,
ainsi qu’une solution particuliére y, o de I'équation y”’+y = e~ * delaforme z +—  e™*, § € R. On
peut prendre y, 1 : T +—> 3 e’ et ypo: T H—> 3 e~ " ; ce qui donne la solution particuliére suivante :

o

VEER, (@) = 4pa(e) + ppale) = ——

Il s’ensuit que 1’équation y” +y = e® +e~% admet comme solutions toutes les fonctions de la forme

% (ou A\, € R).

Les conditions f(0) = 1 et f’(0) = 0 impliquent alors que f est la solution de y” +y = e*+e™*

y:x—>Acosx + psinx +

1 1-1
pour laquelle A\.1 + p.0 + % =1let =0+ pul+ — = 0, c’est-a~dire A = 0 et u = 0, donc

et +e™ %
2

(b) La seule solution possible de (%) continue sur R, est la fonction f déterminée a la question précédente.

Vr € R, flz) =

Or, pour tout z € R, on a

et et et —ety-z
e - [ e
/0 2 +e 5 o +e

ce qui démontre que la fonction f est bien solution de ().



En conclusion,

Il existe une unique fonction f, continue sur R, vérifiant la relation (x«), définie par :
e’ e "
Ve eR, f(z) = —

3. (a) Calcul des dérivées successives de f :

i. La continuité de f permet d’affirmer que ‘ f admet une primitive ' (de classe ¢'!) sur R. ‘

La relation Vo € R, f(x) = f(t) dt s’écrit alors : ‘Vas €R, f(z) = F(az) — F(0). ‘
0

ii. f s’exprime comme somme de composées de fonctions de classe ¢!, donc ‘ f est de classe € sur R. ‘
De plus, en dérivant la relation Vo € R, f(x) = F(ax)—F(0), on obtient ’ Vo € R, f'(z) = af(ax). ‘
iii. Pour tout n € N, on considére I'assertion

P(n): «f est de classe €™ sur R et Vo € R, ) (z) = a2 f(a"z) ».

Initialisation : Par hypothése, f est continue sur R et : Vo € R, f©(z) = a%O+tD/2f(a"z) donc
P(0) est vraie.

Hérédité : Fixons n € N, supposons que P(n) est vraie et démontrons P(n + 1). Comme f est de
classe €' sur R (d’aprés , la fonction z — a™™t1V/2f(a"z) est de classe €' sur R donc

) est de classe €' sur R, ce qui signifie que f est de classe ™! sur R. En dérivant la relation
Ve € R, f)(z) = a®™*tV/2f(a"z), on obtient

Ve R, f("+1)($> _ awz(n+1)/2.anf/(an$>
a2 g0 g fla.a™z)  dapres

a(n+1)(n+2)/2f(an+1x)’

ce qui entraine P(n + 1).
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N, donc

f est de classe € sur R et Vn € N, Vz € R, f(")(z) = a"+tV/2f(a"2).

iv. En choisissant x = 0 dans la relation établie & la question précédente, on obtient

Vn €N, FM(0) = a"FTV/2 f(g".0) = a2 £(0).

Et, en choisissant z = 0, f(0) = a0 f(t)dt =0 donc ‘ Vn € N, F(0) = o0. ‘

(b) Pour tout n € N, on considére ’assertion

Q(n): «VzeR, f(z)= /OE (xnilt)nﬂ"“)(t) dt».
0 !

T —¢ 0 T
Initialisation : Pour tout z € R, on a / % FOD () dt = / Ftydt = [f0) = fx) - (0) =
0 ! 0
f(zx), car f(0) =0 d’aprés la question précédente. Donc Q(0) est vraie.
Hérédité : Fixons n € N, supposons que Q(n) est vraie et démontrons Q(n + 1). On sait que

x—t)"

VeeR,  f(z)= /w ( FOFD () d.
0

n!
(.r _ t)n—‘rl
(n+1)!

parties par I'intégrale ci-dessus, ce qui donne, pour tout z € R,

s = [~ B o] - [ (- S ) e a

Comme f(+1) et t —s — sont de classe €' sur R, on peut effectuer une intégration par

(n+1)! 0 (n+1)!
T —x n+1 T — n+1 x T — n+1
_ _((n+)1)! f(n+1)(x)+((n—|(—))1)! f(n+1)(0)+/0 ((nj)l)! £ (4 dt

x _ +\n+1
o+0+/O Mf("“)(t)dt,



(¢)

ott Pon a utilisé le fait que f("*1)(0) = 0 pour annuler un terme. Donc Q(n + 1) est vraie.

Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, Q(n) est vraie pour tout n € N, ce qui signifie que

VneN, VzeR, f(z)= /m (”j%)nf("“)(t) dt.
) !

i.

ii.

« Toute fonction continue sur un segment est bornée sur ce segment (et y atteint ses bornes) ».
Ainsi f est bornée sur le segment [—A; A], donc ‘ IM eRy, Vrxe|[-4A], |f(x) <M. ‘

D’apres onaVn €N, Vo € R, f")(z) = a"t)/2f(a"z). En prenant les valeurs absolues
dans cette égalité et la restreignant au segment [—A; A], on obtient alors

vneN, Vee[-A4], [ (@) = a2 f(a"a)).

D’une part Vn € N, la|" /2 < 1, puisque a € [—1;1]
D’autre part, pour tout x € [—A; A]; a"x € [—A; A] puisque a € [—1;1]; donc :

VneN, Vzel[-A;4], |f(a"z)] <M.

D’ou finalement

VneN, Vzel|-A;4], |f™(z) <M.

Pour tout n € N, on a

x _t n
= | [ I ma] e
0 !
o Tl =t 7D (1) dt d’apres linégalité
= 0 n! triangulaire
o e — t|nMdt d’aprés et le fait
= 0 n! que [0 x| C [—A4; 4]
Or, pour tout n € N, on a
- — )" —t n+1- n+1
(z=t) dt—{—(x ) } =" si z € [0; A]
/75 |z — t|" 4l — 0 nl (n+1D! Jo (n+1)!
o B o(t—x)" (t—z)"tiy0  (—g)ntl )
e a= | = —A;
L n! (m+1)! Jz (n+1)! sie € [-4;0]
c’est-a-dire
[ty
Il s’ensuit que
‘xln—i-l
Vn € N < )

Comme z € [—A; A], on a |z| < A, ce qui donne finalement

An—i—l

Vn € N, |f(x)|<mM

Cette inégalité étant vraie pour tout n € N, on peut passer a la limite en faisant tendre n vers +oc.
An+1
At = 0((n+ 1)!) donc lim —— M =0.

Par le théoréme des gendarmes, on obtient lirJIrl |[f(z)] =0.
n——+00

Comme |f(x)| de dépend pas de n, il s’ensuit que | f(z) = 0.



(d) D’aprés la question précédente, f est la fonction nulle sur [—A; A], et ce quel que soit A € R ; donc

‘ f est la fonction nulle sur R. ‘

Remarque : On a ainsi démontré que la seule solution possible de ’équation homogéne est la fonction
nulle. Comme il est évident que la fonction nulle est bien solution du probléme, on peut affirmer que la
fonction nulle est la seule solution de ’équation homogéne .

(a) Considérons f; et fo deux fonctions de R dans R, continues sur R et toutes les deux solutions du
probléme.

On peut écrire Vx € R,  fi(z) = /a-”ﬂ fit)dt +o(z) etVzxeR, folz)= /a-”f fa(t) dt + ().
0 0

En soustrayant ces deux égalités et en utilisant la linéarité de l'intégrale, on obtient

Ve eR, (fi— fo)(z) = /Ow(fl = f2)(t) dt,

ce qui signifie que f; — fo (qui est continue sur R en tant que différence de deux telles fonctions) est
solution de I’équation homogéne. D’aprés la question précédente, la seule solution de ce probléme est la
fonction nulle, donc f; — fo = 0, c’est-a-dire f; = fo.

On en conclut que,

sous réserve d’existence, il existe une unique

application f, continue sur R, vérifiant ’équation compléte.

(b) On en conclut que

I’ensemble des fonctions f, continues sur R, solutions

de I’équation compléte est soit vide, soit un singleton.




| Probléme 2 |

Partie A

1. f est continue sur ]0,4o0[, comme quotient de fonctions qui le sont; d’autre part, e* —1 o T donc
r—r

lim f(z) = lim = 1= f(0). Ainsi f est continue en 0, donc finalement sur [0, +o0[.
z—0 z—0e% —1

exp est une fonction convexe (donc sa courbe représentative est au dessus de ses tangentes). Par conséquent,
puisque y = 1 + z est ’équation de la tangente au point d’abscisse 0, Vo € RT, e* > 1+ x; et si > 0, alors
1 1 x
e® > 14 z. On en déduit que Vx > 0, ¢ —1 > x > 0 puis que 0 < P < —. Ainsi Ve >0, 0 < =1 < 1.
et — x et —
Comme 0 < f(0) = 1, 'encadrement est vrai pour tout = € [0, +00][.

1 —e T 1 — e n= 1 e~ nw
X

n
2. Soient n € N* et x > 0, alors 0 < e™® < 1 donc e kT —e7® = = — .
; 1—e® e —1 e —1 e*—1

Il suffit de multiplier les deux membres de 1’égalité par = pour obtenir la formule demandée.

M —neM M M 1 M
3. On intégre par parties : / e " dr = {_w © } + 7/ e dr=—"— e "M —1—7/ e " dx
0 0 n 0

n 0 n n
M e 1 M e—nM e—n]\/[
re "dr=— — -—
0 n n n
M e—nM
lim X e % =0, donc par composition de limites (poser X =nM)ona lim —— =0;
X —+oo M—+o00 n
—nM M 1
d’autre part lim ——— = 0; donc pour n € N fixé lim re "dr=—
M—+o00 N M —+o00 0 n
4. On remarque que pour tout x > 0, =1 f(z) e=™* donc on peut prolonger la fonction f,, : z —— =]
et — e —

—nx

T e
et —1

M
dx :/0 flx) e ™ da.

M
par continuité en 0, en posant f,,(0) = 1. On peut alors écrire : /
0

—nx

M M
. L . ze _
L’encadrement de f obtenu a la question |1f donne par intégration : 0 < / ~ dzr < / e " dr =
eT —
1—e M ’ ’
- <=
n n
M
e La fonction f,, est a valeurs positives dans R* donc dans [0, M], donc M —— fn(x)dz est une fonction
0

1
croissante, majorée par —, donc admet une limite finie lorsque M — 400, et cette limite L, est comprise
n

1
entre 0 et —.
n
e La suite (L, ) est encadrée par deux suites qui convergent vers une méme limite : la suite nulle et la suite

de terme général —. Ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes, la suite (L,,) converge vers 0.
n

M
5. f est a valeurs positives sur RT, donc la fonction M +— / f(z) dx est croissante.
0

]

e
D’autre part, pour > In2,ona:e*—1> — doncz > In2 = f(z) < 2z e™".

2
M M
On en déduit, pour M >In2: flz)dx < fx)dz=1+In2—-2(M+1)e ™M
In2 In2
M In2 In2
Par conséquent, 0 < / flz)dx < (z)dz +1+1n2—2(M +1)e ™ < f@)dx +1+1n2.
0 0 0

M
M — / f(x)dz est croissante et majorée sur R*, donc admet une limite finie en +oo0.
0

—nx n
1 + g z e % par conséquent :
k=1

et —1 et

x ze
D’aprés la question ona: VneN V>0, = —



Moy M g gmna - M
VM>0,/ de:/ — dm—l—Z/ z ek du.
0 € -1 0 (&3 —1 1 0

M M —nz
e
On a établi aux questionsetque / x e F dx et / 1 dx ont des limites finies lorsque M — +00;
0 0
M

ot —
on vient de prouver que / —— dx a aussi une limite finie lorsque M — +o00; donc on peut passer a la
o ¢ —

+o0 T +oo T e NE n +o0
limite lorsque M tend vers l'infini : / 1 do = / 1 dx + Z/ z ek de.
0 0 =170

el — el —

+oo 1 “+o0 T e~ "%
De plus, z e " dz = — (question [3), et lim dz = 0 (question |4)), donc :
0 k;2 n—-+400 0 e’ —1
too L I
kz a1 1 1
| eetars im S m-3 5
k=1 k=1
+oo
Remarque : la convergence de l'intégrale z e ¥ dx, établie en début de question, entraine aussi la

0

convergence de la suite (ZZ:1 kt%)nGN*

Partie B
7r 7r
1. Soit 0 < =z < 5 : la fonction tangente est continue et dérivable sur ]O, 5 [, donc sur [0, x] ; par conséquent il

existe ¢ €]0, z[ tel que tanx — tan0 = (1 + tan?¢) (z — 0). De plus, comme tan est strictement positive sur
[0,z],ona0 < x < tanz.

7
De méme, la fonction sinus est continue et dérivable sur {0, 5}, donc sur [0,z]; par conséquent il existe

d €]0, z] tel que sin x —sin 0 = cosd (x — 0). De plus, comme cos est strictement compris entre 0 et 1 sur [0, z],
onal<sinz <.

1 1 1 1 sin®  + cos? x 1
Onen déduit : 0 < — < — < ——, puis 0 < 7 < 5 < T = J; =1 5—-
tanx x  sinzx tan’z a2 sin“ @ sin” x tan“ x
2n+1
: m iz 2n+1 i(2n+1)z . 2n+1 o~ (2n+1Y . sk 2n+1—k
2. (a) 801t0<x<§: (e) =e = (cosx + i sinx) = E k (i sin )" (cos z) .

k=0
sin ((2n +1) x) = 3m<ei(2"+l)”3 ), donc seuls les termes imaginaires sont a prendre en compte dans la

k

somme ci-dessus ; comme 3” est imaginaire si et seulement si k est impair, on pose k =2+ 1 avec 0 <

“~ (2n+1
I < n et on obtient : ¥ = i1 = (=1)%i et sin ((2n+1)z) = Z (QZ——: 1) (=1)%(cos )2 (sin ) 2+,
=0
sin ((2n+1)x - 2 1 2(n—1)
sinx # 0 donc on peut écrire : ian"Hm)) = Z(—l)f (27;1_ 1) (%) = P, (cotan®z).

£=0
(b) Les coefficients bindmiaux ne sont pas nuls, donc P, est de decré n, de coefficient dominant égal & 2n+1.
On remarque que sin ((2n + 1)z) = 0 = P, (cotan’®z) = 0;

k
or sin ((2n +1) :E) =0 << x = ﬁJﬂ € Z. En particulier, dans l'intervalle }0, g [, il existe n
n
k
valeurs distinctes de = pour lesquelles sin ((2n +1) x) =0, & savoir x = ﬁ7 1<k<n.
n

. . , . ™
La fonction cotangente est strictement monotone (décroissante) sur }0, 5 [, donc :

t T > cot 2m > > cot, ko > > cot nr >0
cotan cotan .-+ > cotan --- > cotan .
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

™
On a les mémes inégalités avec les cotan? (2“)7 qui sont donc n racines distinctes de P,. Or, P,
n

est de degré n, donc il posséde au plus n racines; on déduit que P, posséde n racines réelles, distinctes

>,1<k§n.

. » . km
et strictement positives, qui sont les cotan?
2n+1

La somme des raines de P, est égale a 'opposé du coefficient de X"~ ! divisé par le coefficient dominant

) (_1)1 (2n+1) n (2n _ 1)
de P, soit — 3/ — .
(§ SO1 2n+ 1 3




3. De ’encadrement établi a la question on déduit, en remarquant que si tanx # 0, alors cotanz =

i k 2n+1\> k
en posant Vk € [1,n], = = 2n11 . cotan® (27111) < < T]Lcj; ) < 1+ cotan? (2nj—1>

En sommant ces inégalitéspour 1 < k < n: Zcotan2 (211 i 1) < kz_:l ( 72;1; ) < n—i-z cotan? (2ni 1>

tanx

k=1 k=1
2 n 2
soit qumz L2<n+m
3 — 1k 3
(anl Z n 2n—-1)
32n+1)2 K2 S 2n+ 12 3(2n+1)2
n(2n—1)r2 72 nm? w2 : " w2
3(2n—|—1)2 ";\jroo 6’ (2n+1)2 nﬁioo 4n’ donc ngl}rloo; k2 6



