Corrigé du devoir surveillé n’4

Probléme 1 I

Premiére partie

-2 2 0 x
IL.M—-AI=1 1-X 0 |,etsoitX=1[y| € #:1(R)
2 0 3-A z
-z + 2y = 0 L1%L3
(M=XI)X =04,,® < r + (1-XNy = 0 Ly«2Ly+(A\-1)1L,
2x + (3—)\)2 = 0 L3(—L1
2z + B=XNz =0
— { (=2 +2+2)z = 0
Az + 2y =0

A2+ A4+2=(2-X)(1+A) doncsi A ¢ {—1;2}, la deuxiéme équation donne x = 0, et en reportant dans la
troisiéme : y = 0, puis dans la premiére : (3 — \) z = 0. Donc si A & {—1;2;3}, Ker (M — A1) = {04, ,®)},
A n’est pas valeur propre de M et rg (M — A1) = 3.

Si A =3, il n’y a pas de condition sur z, les solutions du systéme sont les triplets (0,0, z), z € R, donc 3 est
valeur propre de M et rg (M —31) =2.

Si A =2 ou A = —1, la deuxiéme équation est toujours vérifiée, donc le systéme est équivalent &

2z + 2z =0 2z + 4z = 0
{—230 + 2y - 0 pour A =2 et { r 4+ 2y - 0 pour A = —1
Dans les deux cas, I'ensemble des solutions du systéme est une droite vectorielle, donc rg (M — 21) = rg
(M+1)=2.

’ rg (M —AI)=2pour A € {—1;2;3} et 3 sinon.‘

2. A est valeur propre de M si et seulement si rg (M — A1) < 3 (ou si Ker (M — AI) # {04, ,(r)}), donc X\ est
valeur propre de M si et seulement si A € {—1;2; 3}

‘ M admet 3 valeurs propres : —1, 2 et 3. ‘

3. o On détermine Ker (M +1I) : 4 = (z,y,2) € Ker (M 4+ 1) <— 2a todz =0
r + 2y = 0
Donc E_1 = {ii = (x,y,2) € R®, z = —2y = —22}; par exemple @) = (2, —1, —1) vérifie bien f(i1) = 2.
. . L B 2z + z =0
e On détermine Ker (M —21) : i = (z,y,2) € Ker (M —21) < { 9z o+ 2y — 0

Donc Ey = {@ = (z,y,2) € R3, 2 = —22 = —2y}; par exemple iy = (1,1, —2) vérifie bien f(idz) = — .
e Ker (M — 31) a été calculé précédemment, F3z = {i# = (v,y,2) € R®, 2 = y = 0} donc on peut choisir
ﬁg = (0,0, 1), on a bien f(ﬁg) = 3713

i = (2,—-1,—-1) wverifie f(uy)=—1s;
ﬂ2 - (]-, 1, _2) vérifie f(’JQ) = 27__[:27
i3 = (0,0,1) vérifie  f(i3) = 31s.

4. La famille B est de cardinal 3, qui est la dimension de R3, donc B est une base de R? <= B est libre.
On résout a @@y + 8 s + iz = 0, (a, B, v) € R? : on compose par f
a f(tr) + B f(da) + f(us) = f(@) =0, soit —a @, + 2By + 37yis =0, on compose & nouveau par f :
—a f(i) 4 28 f(iz) + 3~ f(iis) = f(0) = 0, soit avdiy + 48y + 973 = 0.
On obtient le systéme :



aty + By + YUz =
—Oé’L_L'l + 25’&2 + 3’}/’L_L'3 =
oty + 4fU; + 9vyius =

Lo+ L1+ Lo
L3+ L1+ L3 qui équivaut a

(en] R en] Nan)]

Oéﬁl + 57:[2 + ’yﬁg = 6 0417:1 + 6172 + ’yﬁg 6
3Bidy + 4vyidg = 0 — 3Biy + 4nids = 0
58dy + 10yd3; = 0  L3< 5Ly —3Ls 5vid3 = 0
L’unique solution du systéme est le triplet (0,0,0), donc la famille B est libre; c’est une base de R3.
-1 0 O
La matrice de f dans la base B est par conséquent A=| 0 2 0
0 0 3
2 1 0 1 1 -1 0
5. La matrice de passage de la base canonique a Best P=|—-1 1 0|, etP'==[1 2 0
1 -2 1 3\3 3 3
1 _ n\" _ \" _
6. A= §MetM = PxAxP~! Donc A" = (3) M™, M™ =PxA"x P! etenfin A" = <3> PxA"x P!
2(_1)n on 0 1 2(_1)n + on 2(_1>7z+1 + 2n+1 0
PxA" = | (=1)"HL 2" 0 |,puis PxA"xP~ 1= 2 — (=)™ 2ntl 4 (—1)» 0
(_1)n+1 _2n+1 3n 3n+1 _9n _ (_1)n 3n+1 _ 2n+2 + (_l)n 3n+1
LETEE(E) 2R -2 0
aone an= | Lehyrdedy o Bl D
1-5(3)" -5(F)" 1-56)"+5(5)" 1

Seconde partie
1. Le premier tirage a lieu dans I'urne noire, qui contient 2 boules blanches et une boule noire ; donc la probabilité
d’obtenir une boule verte est nulle, celle d’obtenir une boule noire est égale a %, et celle d’obtenir une boule
blanche vaut %

X1 =t(2/3 1/3 0)
Yn > 1, B,, N,,V, forment un systéme complet d’événements ; donc par la formule des probabilités totales :
(BnJrl) = P(Bn) X PBn(Bn+1) + P(Nn) X PNn (Bn+1) + P(Vn) X PVn(anLl)

(Nn+1) = P(Bn) X PBn(NnJFl) + P(Nn) X PNn(NnJFl) + P(Vn) X PVn(Nn+1)
P(Vn+1) = P(Bn) X PBn(VnJrl) + P(Nn) X PNn(Vn+1) + P(Vn) X PVn(Vn+1)
Les probabilités d’obtenir une boule blanche, noire ou verte sachant qu’on est dans I'urne noire sont les

probablités calculées pour X7, puisque la composition des urnes ne change pas et que le premier tirage a lieu
dans l'urne noire.

Pp, (Bp+1) = 0, car il n’y a aucune boule blanche dans 'urne blanche, de méme Py, (B,41) = Py, (Npy1) = 0.

1
Pp, (Npy1) = 3 car il y a 1 boule noire sur 3 boules au total dans 'urne blanche.

2
Enfin Pp, (Vaoy1) = = et Py, (V41) = 1 car il y a 2 boules vertes sur 3 boules au total dans 'urne blanche

et uniquement des boules vertes dans l'urne verte.
On remarque que les probabilités conditionnelles ainsi calculées sont égales aux ccefficients de la matrice A
et que Vn € N*, X, 11 = AX,,.

2. On montre par récurrence sur n que ¥n € N*, X,, = A"71 X, : c’est évident pour n = 1 puisque A° = I, ainsi
que pour n = 2 car il suffit d’appliquer la formule de récurrence prouvée a la question précédente pour n = 1.
Soit n > 1, supposons que X, = A" 1 X, ; comme X,,,; = A X,,, on obtient d’aprés ’hypothése de récurrence,
Xpp1=A x A1 X = A" X, donc la formule est démontrée pour tout entier naturel non nul.

D’aprés la formule établie dans la premiére partie, on obtient :



W =

S S R 6 ) e D )

. 2\ " ) 1\" . .
hm (3) = hm (— 3) = O dOIlC nEIJ,r-loo P(Bn) — hm P( ) — O et hm P(‘/;L) -1

n——+o0o n—-+o0 n—+00

On remarque que Vn € N*, P(B,) + P(N,)+ P(V,,) =1

Dés qu’on obtient une premiére boule verte, on n’obtient plus que des boules vertes ensuite, car on tire la
boule suivante dans I'urne verte qui ne contient que des boules vertes, et ainsi de suite. Ainsi [T = n] est
réalisé si et seulement si ’événement Vi NVon---NV,_1 NV, est réalisé.

— — — 2 /2\" 4 /—1\"
OrvVk e N*, Vi1 C Vi, done [T =n]=V,.1NV, et P(T=n)=P(V,,)— P(V,_1) = 3 (3> + 3 (3)

De plus [T =0] = [ | Vi, done P(T =0) = lim P(V,,) — P(V,_1) =0

n— oo

liDéz

> — [2/2\" 4 /-1\"
Sous réserve de convergence absolue de la série, E(T) = Z nP(T =n)= Z n { <> + - <) ]

3\3 3\ 3
n=1
On reconnait une somme deux dérivées de séries géométriques de raisons respectives % et — %, donc absolument
convergentes ; par conséquent E(T') existe et vaut g a 22/?3)2 + % (1:;2)2 = %
) ) = o2 /2\" 4 /-1\"
De méme, T admet un moment d’ordre 2 et E(T*) Z n“P(T Z n“l=(=z)]+=|— , donc
n=0 n=1 3\3 3 3
2y _ 2 (2/3)X(5/3) 4 (= 1/3)X(2/3) 159
E(T7) = 3 (1—2/3)3 +3 (1+1/3)3 8
Final V(T) =182 — (15)" = 93 Br) =2 v =2
nalement V/(T) = 122 — (12)* = 2 (D)= VD) =15
Probléme 2 I
Premiére partie
1. (a) Si X est a valeurs dans [0,n], alors V¢ € R, px(t) = P(X = k)t*, ox est un polynome de degré n.
k=0
Comme X est a valeurs dans [0, n] Z P(X px(1)=1

(b) gx est un polynome a ccefficients réels, donc si @ x est donnée, par unicité des coefficients d’un polynome,
les P(X = k) sont déterminés de fagon unique. Donc la loi de X est entiérement connue.

— On utilise la formule de Taylor Mac-Laurin pour un polynoéme de degré inférieur ou égal a n :
n (k)
LPX X k_ par conséquent

)
vk e [o.n], PX = k) = £X.0)




n n n

E(X)=> kP(X =k)et ¢x(t)=> kP(X =k)t*"" donc px(1) = > kP(X =k) = E(X)

k=0 k=0 k=0
De méme, on a B(X(X —1)) = > k(k—1)P(X =k) et ¢%(t) =Y _k(k—1)P(X =k)t*~". Ainsi,
k=0 k=0
o% (1) = Zk2 P(X =k)— Y kP(X =k) = B(X?*) - E(X), et V(X) = E(X?) — (E(X))2 =
k=0 k=0

D% (1) + ¢ (1) = (9 (1))

(c) = Si X = H(n,p), alors Vt € R, px(t) = Z (Z)pkantk =(pt+q)" (avecq=1-—p).
k=0

On constate que Vit € R, px(t) = (a+ S1)", avec a = q et S =p.
Des les expressions établies a la question [1b} on déduit ¢’y (£) = np (pt +q)" " * et

P (t) =n(n—1)p* (pt+q)" 2, donc B(X) = ¢x (1) =np(p+ Q"' =npet
V(X) =% 1)+ 5 (1) = (¢x (1) =n(n—1)p° +np —n’p* =npq.
‘E(X) =npet V(X) = npq‘
2. Vt € R, E@XTY) = E*t¥) = E(t*)E(tY) car les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, tX et
¥ le sont aussi; on a donc bien : V¥t € R, pox 1y (t) = ox(t)py (1).
3. X et Y suivent des lois binomiales, donc Vt € R, ox(t) = (pt +¢)™ et oy (t) = (pt + q¢)"*.
X et Y sont indépendantes donc V¢ € R, pxiv(t) = ox(t) oy (t) = (pt +q)™ "

wx+y est connue, donc la loi de X + Y est entiérement connue aussi; on reconnait la fonction génératrice
d’une variable distribuée selon une loi bindémiale %Z(n; + na, p).

Deuxiéme partie
1. Vt € [-1,1], Vn € N, |apt"| < ap.
La série de terme général a,, converge, et sa somme vaut 1; donc la série Y a,t™ converge absolument, d’aprés
le théoréme de comparaison des séries a termes positifs.

La convergence absolue entraine la convergence, donc la série > a,t™ converge et ¢ x est bien définie au moins
sur le segment [—1,1].

+o0
ex(l) = Zan =1
n=0

+oo +oo
t
2. ¢ X =% (p)donc Vn e N*, P(X =n) =q¢" 'pet px(t) = Zq”flpt" =tp Z(qt)’“1 1 —pqt'
n=1 n=1
=22
px(t) = 1—qt
e M An X e 2 Angn _
o X — P(A),donc¥n e N,P(X =n) = o et @X(t)zz pr =e MM

Troisiéme partie
1. Vn € N*|[Z, = 0] = [Zn4+1 = 0] car 8'il n’y a plus de plantes a la génération n, il ne peut pas y avoir de
descendants a la génération suivante. Donc [Z,, = 0] C [Z,41 = 0] et P(Z, = 0) < P(Z,+1 = 0); la suite
(Un)nen+ est croissante.
Cette suite est majorée par 1 (u,, est une probabilité) donc converge, et sa limite ¢ est inférieure ou égale a 1.
k E k
2. (a) L'événement [Z; = k] étant réalisé, on a Z, = Y Wjn et P> Win=0| =P [ [)[W;n=0]
j=1 Jj=1

j=1

k k
Les variables W;,, étant indépendantes, on a Pz, _y(Z, = 0) = H PW;,=0)= H P(Z,-1=0)=

j=1 j=1

(P(Zn,1 - o))k.



(b) Soit n > 2, les événements [Z; = k]icy forment un systéme complet, donc en appliquant la formule des

probabilités totales, P(Z, =0) = > P(Zy = k) Piz,—(Zn =0) =Y _P(Z1 = k) (P(Zp_1 = 0))".
k=0 k=0

Finalement, P(Z, =0) =Y _ P(Z1 =k)ul_, = ¢(un_1)

k=0

3. (a) Chaque graine a une probabilité p de germer, donc le nombre de descendants d’une plante donnée suit

une loi bindmiale de parameétres N et p. | X — ZB(N,p)

p(t) = (pt+q)", donc u, = (pup—1 +4

)N

(b) Soit x €]0,1], g(z) 20 <= (pr+1-p)N > 2 < In(px+1—p)" > Inx, car In est croissante.

(¢) uy = P(Z; =0) = ¢, donc h(u1) = N In(pgV+1—p)—In(¢") = N In (

<~ Nhpz+1l-—p) >z < h(z) >0

g et h sont simultanément positifs (donc simultanément négatifs), ils ont bien le méme signe sur ]0, 1].

N
Mq+q> N (14peV Y

h(ui) =N In(1+pg" )

On remarque que h(uy) > 0 (sauf pour le cas limite p =0, on a alors h(ui) =0).

N 1 N -1 -1
(d) h est dérivable sur |0,1], et Vz €]0,1], h'(z) = =P D ( Jprtp
pr+l—-p = (pr+1-p)z
1—
W(z)>20 < z> ﬁ = 1z, donc h décroit sur |0, zo] et croit sur [xo, 1].
—4)p
1—

lirr%) h(x) = +o0o et h(1) = 0, donc h est positif sur un intervalle ]0, 2] ou z; < ﬁ vérifie

z— —1)p

(pxy + q)N = x1, et négatif sur [x1,1]. D’aprés la question il en est de méme de g.

g(x) = p(z) + x, donc g(un—1) = Up — Up—1. Si suite (u,) converge vers £, alors lim w, = lim @(uy,),

(b)

n—oo n—oo

donc ¢ vérifie g(¢) = 0. Ainsi ¢ = z1 ou 1. g(u1) > 0 (car g et h sont de méme signe) donc uy < x.

Par récurrence sur n, on montre que V € N*, u,, < x1 : ¢’est vrai pour n = 1 et si pour n donné € N* on
a u, < x1, alors par croissance de @, p(u,) < @(x1) c’est a dire u,4+1 < x1. La suite (u,) est croissante,
majorée par x1 donc elle converge toujours vers z1, jamais vers 1 (sauf si 1 = 1, ¢’est a dire pourp =0).
4. (a) Soit 0 < A <1 : 6 est dérivable sur [0,1] et Yz € [0,1], &'(z) = Ae* @1 — 1. Comme 0 < ), la fonction
x = e* @1 est croissante et Vo € [0,1], et et 0 =1, puis Ae * <e*@=D < X< 1. Onen
déduit que § est strictement décroissante sur [0,1]. §(1) = 0, donc Vz € [0,1], §(x) > 0.

La limite ¢ de la suite (u,) vérifie encore p(¢) = £ c’est a dire §(¢) = 0; comme on a montré que (uy,)
converge, c’est forcément vers 1.

i.

ii.

iii.

iv.

Inz—1
0 est dérivable sur [1,+oo[ et 0'(z) = ——5— ; donc 6 est décroissante sur [1,e] et croissante sur
x

[e, +00[, avec un minimum atteint pour x = e : f(e) = 1 — e~1. De plus, 0(1) = xgrfooe(x) =1,
donc Vx € [1,+o0[, f#(z) <1

§(x) = Aer @) —1et §(x) = A2e} =1 > 0, donc &’ est strictement croissante sur [0, 1] et réalise
une bijection de [0,1] vers ¢([0,1]).

§(0) = Ae™ — 1; I’étude de @ sur [1, +oo[ montre que VA > 1, In A < A donc §(0) < 0.

0’(0) = A — 1> 0, donc il existe un unique 5 €]0, 1] tel que 6’(5) = 0.

Ainsi § est décroissante sur [0, 3] et décroissante sur [3,1].

5(0) = e > >0, §(1) = 0, donc il existe un unique a €]0, B[ tel que § est positive sur [0, o[, négative
sur ]a, 1], et bien sir 6(a) = 0.

u; = e~ = §(0), par croissance de ¢, puisque 0 < a , on a p(0) < p(a) = a donc u; < a.
Par récurrence sur n on montre alors que Vn € N, u,, < a (méme raisonnement que pour la loi
binémiale). La suite (u,,) est croissante, majorée par «; elle converge vers «, qui est 'unique point
fixe de ¢ sur le segment [0, o).

N N
5. (a) Soit N € N*, Vn € [1,N], A, C Ay, donc |J A, = Ay et Vn € N, U B,, = Apy. Par passage a la

n=1 n—1

limite lorsque N — 400, on obtient 1’égalité des deux ensembles.



N “+o00
(b) Vn e [1,N], P <U An> = P(Ay), donc par passage a la limite, P (U An> = lim P(An).
n=1

N—+oo
n=1
+oo
(c¢) L’événement |J [Z, = 0] est réalisé si et seulement il existe une génération ng pour laquelle il n’y
n=1

a aucun descendant (et par conséquent les générations suivantes sont éteintes); autrement dit si la
population de plantes s’éteint au bout d’un certain temps.

n—-+oo n—-+o0o

N

lim w, = lim P(Z,=0)=P (U (Z, = O)), donc la limite de (u,) mesure la probabilité d’ex-
n=1

tinction de la population.

Aux questions 3 et 4.a, la limite de (u,,) vaut toujours 1, donc la population s’éteint presque certainement
au bout d’un temps fini. Pour la question 3.b I’extinction n’est pas certaine (car a < 1).



