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MATHEMATIQUES
Devoir surveillé n°3
Durée : 3 heures 30

L’usage d’une calculatrice est interdit pour cette épreuve. Si, au cours de I’épreuve,
un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
a prendre.

PROBLEME N°1

Soit (uy),>1 une suite de réels non nuls. On lui associe la suite (p,,)n>1 définie par :

n
pn:U1X"'XunIH’U,k.
k=1

On dit que le « produit infini [ [ u, » converge si la suite (p,),>1 admet une limite finie et non nulle.
n

On écrira alors
—+oo

H u, = L ou L est la limite finie non nulle de la suite (p,)

n=1

Dans tous les autres cas, on dit que le « produit infini [] u,, » diverge.
n

1. Exemple 1.

1
Soit (un)n>1 la suite définie par u, = 1 4+ — et (p,)n>1 la suite produit associée définie par
> n >

- 1
Pn = H (1 + E) Calculer p,. Quelle est la nature du « produit infini [ u, »?

n

k=1
2. Exemple 2.
Soit a un réel, a ¢ {km /k € Z}. Soit (uy,),>1 la suite définie par u,, = cos <%> et (pn)n>1 la
suite produit associée définie par p, = H cos (2%)
k=1
: A AN a
(a) Montrer que sina = 2" sin (2—n> H oS (ﬁ)
k=1
+o0o .
1 e o . sina
(b) En déduire que le « produit infini [ u, » converge. En déduire que H Uy = .
n a
n=1

3. Quelques résultats sur la convergence d’un produit de termes > 1

Soit (wy,),>1 une suite de réels positifs ou nuls. On pose Vn € N*, w,, = 14w, et p,, = H(H—wk).
k=1
(a) Etablir I'inégalité suivante : Vo >0, 0 <In(l1+z) < z.
(b) Justifier I'existence d'un réel a strictement positif tel que : Va €]0,0], § <In(l + x).

(c) Montrer que si la série Y wy converge, alors la série Y In(1 + wy) converge.



+o0
(d) Montrer que si Z In(1 + wy) = L réel, alors le « produit infini [ [ u, » converge.

k=1 n
—+00

Donner alors la limite de (p,) en fonction de L. Que vaut alors H Up ?

n=1

(e) Montrer que si le « produit infini [ ] u, » converge, alors la série ) wy converge.
n

(f) Qu’a-t-on démontré dans cette question 37

4. Application 1.

On pose u,, = {/n, puis p, = HWet S, = HT
k=1

= k=1

(a) Quelle est la nature de la suite (5,,) ? En déduire, grace aux résultats de la question 3, la

nature du « produit infini []u, ».
n

Dans les questions suivantes, on va trouver un équivalent de S,, quand n tend vers 400,
grace a une comparaison série-intégrale” :

"1
(b) Pour tout entier n > 3, calculer I'intégrale / 27
s T

k+1
ln(k+1)§/ ln_mdeM'
k

(¢) Montrer que pour k € N, k > 3, E .

Inn)?
(d) En déduire un encadrement de S,,, puis montrer que S,, est équivalent a 5 ) quand n

tend vers 'infini.

5. Application 2.

Soit @ > 0. On pose u,, = 1 + a*", puis p, = H(l -+ azk).
k=1

a) Quelle est la nature de la suite (p,) pour a > 17

(
(

)

b) Montrer que pour k € N, k < 2F.

(¢) On suppose que 0 < a < 1. Montrer que la suite (p,) converge.
)

(d) Pour n > 1, calculer (1 — a*)p, et en déduire la limite de la suite (p,).
400

Que vaut alors H Uy 7

n=1



PROBLEME N°2

Les deux parties de ce probleme sont indépendantes.

Introduction et notations

Le jeu de pile ou face, joué avec des pieces équilibrées ou biaisées, permet la modélisation la plus
simple et la plus intuitive des expériences de Bernoulli.

Par convention, la lettre IT (pour Pile) sera associée au succes de I'expérience, avec une probabilité de
p, p €]0,1] et la lettre @ (pour Face) sera associée a I’échec de cette expérience, avec une probabilité
deg=1-—p.

Partie I - Algebre et probabilités.

On lance une piece (non nécessairement équilibrée) autant de fois que nécessaire jusqu’a 'obtention
de deux succes consécutifs. Les résultats des lancers sont mutuellement indépendants.
On notera, pour n € N*, S,,, U, et V,, les événements suivants :
e S, « On obtient pour la premiere fois deux II consécutifs aux n-ieme et (n + 1)-ieme lancers. »
Par exemple, la suite de lancers (11, @, &, &, I1, &, II, IT) réalise S;.
e U, « Les n premiers lancers ne donnent pas deux Il consécutifs, le n-ieme donne II. »
La suite précédente réalise Uy, Us, Uy mais pas Uy, car Il est obtenu auzx places consécutives 7
et 8.
e V,, « Les n premiers lancers ne donnent pas deux Il consécutifs, le n-ieme donne ®. »
La suite précédente réalise Vy, V3, Vy et V.
On note respectivement s, = P(S,), u, = P(U,) et v, = P(V,), les probabilités de réaliser les
événements S, U, et V,,.

1. (a) Déterminer, pour n > 1, les probabilités conditionnelles :

P(Un+1|Un)7 P(Un+1|vn>7 P(VnJrl’Un) et P(VnJrl‘Vn)
(b) En déduire que pour n > 1, on a :
Upi1 = PUn, Sp = PUy et Uy = q (Uy + vy)

(¢) Montrer que vy, = ¢ et u; = p. En déduire s; et pour i € {2,3}, les valeurs de s;, u; et v;.
2. On se propose de résoudre le systeme défini pour n > 1 :

Up, = PUy
D) +1
( ){ Upp1 = q(Up +vp)

(a) Montrer que pour tout n > 1, on a V49 = qUps1 + qP Vs

En déduire que pour tout n > 1, S,10 = ¢ Spi1 + qP Sn.
2

(b) Dans cette seule question, on suppose que p = 5

, . . 4 [/2\" —1\"
Déterminer v,, pour n > 1; en déduire u,, et montrer que s,, = 9 3) (3
+ VA — VA 2
(c) Onpose A =q¢*+4qp, r = %_, et ry = %—; montrer que s, = % (ry —ry).
Indication : on pourra remarquer que 11 +12 = q, 11 — 2 = VA et ri19 = —qp.
+o0
3. (a) Calculer an.
n=1

(b) On désigne par X le nombre aléatoire de lancers nécessaires a 'obtention de deux II
consécutifs. Nous conviendrons que X vaut +oo si ceci ne se produit jamais.

~ Montrer que ([X = n]),cfs o constitue un systeme quasi complet d’événements.

+o00 too
~ Calculer E(X) =Y nP(X=n)et E(X?) = > n*P(X =n).
n=2

n=2



Partie II - Combinatoire et probabilités.

On dispose de deux pieces distinctes numérotées 1 et 2, équilibrées (p = ¢ = %) et on réalise
I'expérience suivante : pour n entier supérieur ou égal a 1, on répete n lancers simultanés des deux
pieces. Les lancers sont mutuellement indépendants.

On note les résultats sous forme de tableau :

N¢dulancer 1 2 3 4 5 6
Piece 1 : i eI o
Piece 2 : o II & & II II
Pour k € {1,...,n} on considere I’événement
Ay « A lissue du k-ieme lancer, les deux pieces ont donné le méme nombre de II. »

Dans l'exemple ci-dessus, seul Ag est réalisé.
Dans la suite du probleme, on pose P(Ay) = 1 et on s’intéresse particulierement a I’événement A,,.

1. (a) Soit j €{0,...,n}; calculer la probabilité qu’a l'issue des n lancers la premiere piece ait
donné j fois II.
(b) Pour j € {0,...,n}, on désigne par p;(n) la probabilité qu’a l'issue des n lancers les deux
pieces aient donné chacune j fois II. Calculer p;(n).

n

1 2
(¢) En déduire que P(A,) = Jon Z (?) . Calculer P(Ag) ( fraction irréductible et valeur
=0

approchée & 1072 prés . Rappel ! Vous n’avez pas droit a la calculatrice.)

n 2
2. Caleul de Y (”) .
j

=0

(a) On considére un ensemble E formé de 2n boules deux a deux discernables dont n noires
et n blanches. On note P I’ensemble des parties a n éléments de cet ensemble ; déterminer
le nombre d’éléments de P.

(b) Soit P; 'ensemble des parties a n éléments contenant j boules blanches; déterminer le
nombre d’éléments de P;.

" /n n 2n “ )\’
¢) Déduire de ce qui précede , = , puis la valeur de ).
© amp Z(]) (n_J) (n) P Z(])

=0 =0
3. Soit k € {0,...,n}, on définit la variable aléatoire X}, a valeurs dans {0, 1} de la fagon suivante :

X, prend la valeur 1 si Aj, est réalisé et la valeur 0 sinon.

Soit N = ) X}, 'aléa égal au nombre de fois ou 'un des événements Ay est réalisé
k=0
. ~ 1 (2k
(a) Montrer que 'espérance de N vaut : E(N) = Z .

22k \ L
k=0

2 1 /2
(b) Démontrer par récurrence que E(N) = T;; ( n)
n n

-ﬁn-



