Correction du devoir n°5

Exercice 1

Partie I
1. Les produits M (a) M (b) et M (b) M (a) sont égaux et 'identification des coeflicients donne la réponse immédiate.

1
2. On remarque que M (0) = I3 donc si a # 30 en prenant b = on obtient M(a) M (b) = M(b) M(a) = M(0) =I5

a
3a—1 )
donc M (a) est inversible, d'inverse M (b). D’autre part M (1/3) a tous ses coefficients égaux a 3 donc est de rang 1,

donc pas inversible.

1
3. Résoudre [M(a)]® = M(a) équivaut & 2a — 3a® = a c’est a dire a = 0 ou 3> par conséquent le seul réel non nul qui

W =

convient est ag =

On a M (ag) x (M (ap) —Is) = 0, donc si M (ap) était inversible, on obtiendrait en faisant le produit & gauche par son
inverse, M (ag) — Is = 0 ce qui est faux bien stir; par conséquent M (ag) n’est pas inversible.
4. (a) Onrésout M(a) =P+aQ : M(a) = (1—a)M(ap)+ a; par identification de coefficients diagonaux on obtient :

1—
1-2a= Ta + « soit et on vérifie que cette valeur convient en identifiant les autres coefficients.

(b) On a vu précédemment P2 = P puis on calcule Q> = (I - P)? =1?-2P+P?=1-P=Qet PQ=P(I—-P) =
P-P2=0=QP.

| PP=P ., Q°=Q . PQ=QP=0]

On obtient alors, puisque P et Q commutent : [M(a])®> = (P + aQ)*> = P+ a2Q = M(2a — 34d?)

(c) On peut établir par récurrence la formule [M(a)]" = (P + OéQ)2 = P+ a™@ , ou faire un calcul direct par la
formule du binoéme :
Elle est vérifice pour n = 0 et n = 1 d’aprés la question [fa] et pour n = 2 d’apres le calcul précédent. Supposons la
vérifiée pou un certain n € N, alors [M(a)]"t" = M(a) [M(a)]" = (P+aQ) (P+a"Q) = P2+ aQ P+a"PQ+
a"T1Q? = P+ o™t Q; d’on I'héréditeé.

1 1 11 on 2 -1 -1 1 2" +1 1—-a™ 1—-a"
[M(a)]":g 111 + -1 2 -1 =3 1—a™ 2a"+1 1—a" | avec @ =(1—3a)"™.
1 11 -1 -1 2 1—-a™ 1-a" 2a"+1

Partie I1

1. Le mobile est en A a l'instant 0 donc Uinstant d’aprés il est en B avec une probabilité égale & a, en C avec une
probabilité égale & a et en A avec une probabilité égale & 1 — 2 a ; ainsi

‘a1:1—2a7b1:clza‘

2. (a) A tout instant n pour n > 1, A,,, B, C,, constituent un systéme complet d’événements. Ainsi, par la formule des
probabilités totales : P (Apy1) = P(An) X Pa, (Apt1) + P(By) X Pp, (Ant1) + P (Cp) X Pe, (Ant1)
De méme, P (B, 1) = P (An) X Pa,, (Bnt1)+ P (Bn) X P, (Bni1)+ P (Cn) X Pe, (Bpt1) et P(Cry1) = P (A,) X
PA,,L (Cn+l) + P (Bn) X PB" (Cn+1) + P (Cn) X PC” (Cn+1).
Comme PAn (Cn+1) = PBn (Cn,+1) e PAn (Bn+1) = Pcn (Bn+1) = PBn (An-',-l) e Pcn (An+1) = a et que
P4, (Any1) = Pp, (Bny1) = Po, (Crt1) = 1 — 2a, on obtient bien la relation demandée pour tout n > 1;
quant au calcul de aq, b1 et cq, il établit la relation pour n = 0.

(b) Une récurrence immédiate donne Vn € N, U,, = [M(a)]" Uy et ainsi :

a 2" +1 1—-a™ 1-—-a" 1
" 1 2(1-3a)"+1 1—(1-3a)”
bpl == 1—-a" 22"+1 1—a" | x |0] donc an:—( 3@) + ,bn:cnzi(3 %)
Cn 1—-a" 1—a" 2a"+1 0

3.(a) D,=AoN A NAyN...NA,_1NA, donc par la formule des probabilités composées :

P(D,) =1 x P(A;) x Pz (A2) x --- x Pz (Ay) avec P(Ay) = 2a, Py (Agy1) =1 —apour k € [I,n—2] et

Pz (An) =a; donc P(D,)=2ax(1—a)"?xapourn>2et P(D;)=P(A])=a, =1-2a.
| P(D1) =1-2a et pour n>2, P(D,) =2a*(1—a)" 2|
S 0o o) 2 2
_ 2 n—2 _ 2 i _ _
(b) ;P(Dn)—l—Qa—l—;?a (1-a)"2=1-2a+2a ;(1—a)ﬂ_1—2a+m_1

M8

P(D,,) est la probabilité de revenir en A au bout d’un temps fini, ¢’est un événement quasi certain.
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Exercice 2

1. Pour démontrer 0 < sinz < x < tanx on peut utiliser le théoréme des accroissements finis : sin’(x) = cosx €]0,1]
et tan’(x) = 1+ tan®x > 1 donc 3e €0, [ tel que sinz — sin0 = (x — 0) cosc et Id €]0, z[ tel que tanx — tan0 =
(z—0) (1+tan®z).

s 1 1
On en déduit alors Va € ]0, 7[ , 0< — - puis en élevant au carré :
2 tanx x sinx
0< 5 = cotan’z < S <—-—=-=1+ cotan’z
tan® z T sin“ x

2. (a) Soient z € Retn € N*, on a (e”)QnH = ¢! @41 done (cosz 4 i sinz)? "t

2n+1
La formule du bindme de Newton donne : Z <2 n]:_ 1

k=0
1))
On identifie les parties imaginaires des deux membres; pour celui de gauche elle est obtenue a partir des termes

2n+1
2 1 ntl— o
de rang impair d’ou : Z ( nlj > (i sinz)* (cosz)?" % =i sin((2n+ 1) 2)

=cos((2n+1)x)+isin((2n+1)x).

> (i sina)* (cosz)?™ % = cos((2n+ 1) 2) +i sin((2n +

k=0

k impair
2n+

On pose alors k =23 + 1 avec j € [0, n]]douZ( 1

) (i sinz)?’*! (cosz)®" 7?7 =i sin((2n + 1) z)

2n+1

De 27+l = (=1)J déduit
e (—1)7 i on dédui 2(2]+1

>(—1)j (sinz)?7t (cosx)z("_j) = sin((2n + 1) z), puis en divisant

les deux membres par (smac)Q”+1 # 0 Z <2n+ 1)( 1)3% zn: (2n+ 1) l)jcotanQ("*j)x -
2j+1 (sinz)* ™= o\2i+l

sin((2n+1)z)
2n+1

(sinz)
. . A - 2 n + 1 1 n—j ~ , ~ N
(b) On a ainsi le polynéme P,(X) = Z 241 (=1)?X"77. 1l est de degré n, son terme de degré k est égal a
J
7=0
(*21) (=1)"=*; cherchons a présent ses racines. On pose y = cotan?z et ona : pourn € N* etz € ]0,7/2[ , P, (y) =
0 lorsque sin ((2n+ 1)z) =0 cest a dire (2n+ 1)z =km, k € Z.
2n+1

En fait z € ]O, g [ entraine 0 < k < mais comme k est entier, k € [1,n].

km
La fonction cotan? est strictement croissante sur |0, 7[ donc les n valeurs cotan? <2 n 1) pour k € [1,n] sont
n
distinctes. On obtient donc n racines distinctes de P,, et comme son degré est égal & n il ne peut pas en avoir
d’autres.

Le coefficient dominant de P,, vaut 2n + 1 donc la somme de ses racines est égal a 'opposé de son coefficient de

2n+1 n(2n—1)

degré n — 1 c’est a dire ( ) divisé par 2n + 1 soit

3. D’aprés 'encadrement de la question 1 et le résultat précédent, on peut écrire :

1 2 1 2 1
Vk € [1,n], cotan® < nt > n + ) < 1+ cotan? < 7]1—’_ ) puis
™

n+1 2n4+ 1\ - 1 = o (2n+1
g cotan? < ) ( ) k— n—+ g cotan -
k= k=1
n(2n—1) 2n+1\’<~1 2n(n+1) n(2n—1)r?
— t Sp
3 <( ) L R TC TN  EE

2n(n+1)m?
3(2n+1)2

ainsi

2
. u . . L.
4. Finalement les deux termes encadrant S,, convergent vers 5 donc S, également, ce qui prouve que la série converge
2
et que sa somme est égale & 5



