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Devoir maison 2

à rendre pour le mercredi 05 octobre

Dans tout ce problème, E désigne le R-espace vectoriel des suites réelles : RN.

Soit a un réel strictement supérieur à
1

4
et distinct de 1. On pose :

F = {u = (un)n∈N ∈ E / ∀n ∈ N , un+3 = 3aun+1 + (1 − 3a)un}

Partie I : Résultats préliminaires

1. Démontrer que l'équation x2 + x + 1 − 3a = 0 admet deux solutions réelles r1 et r2 avec r1 ≠ r2.

2. Prouver que la matrice M =
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est inversible.

Partie II : Etude de F
On dé�nit trois suites x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N et z = (zn)n∈N par :

∀n ∈ N , xn = 1 , yn = (r1)
n et zn = (r2)

n

1. (a) Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Montrer que x, y et z sont des suites de F .

(c) Démontrer que la famille (x, y, z) est libre.

2. Soit u = (un)n∈N une suite de F . On pose, pour tout n ∈ N, wn = un+1 − un.

(a) Démontrer que, pour tout n ∈ N, wn+2 +wn+1 + (1 − 3a)wn = 0.

(b) En déduire qu'il existe deux réels λ et µ tels que :

∀n ∈ N , un+1 − un = λ (r1)
n
+ µ (r2)

n

(c) Prouver en�n que :

∀n ∈ N , un = λ(
1 − (r1)

n

1 − r1
) + µ(

1 − (r2)
n

1 − r2
) + u0

3. A l'aide de ce qui précède, démontrer que la famille (x, y, z) est une base de F .
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