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« Loi de Khi-Deux - Fonctions de Survie »

'PREMIER PROBLEME - Lois de Khi-deux |

Dans ce premier probléme, vous admettrez le résultat (R) suivant :

St X etY sont deux variables aléatoires indépendantes de densités respectives f
et g, la variable aléatoire X +Y admet alors pour densité la fonction h définie
par :

n@) = [ swate - nar.
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Soit X1, Xs,..., X, ... une suite de variables indépendantes suivant toutes la loi normale
centrée réduite.

1. Rappeler la formule explicite de la densité ¢ de la Loi Normale Centrée Réduite.

2. Démontrer que X7 est une variable aléatoire a densité dont une densité est

1 x
flx) = e 2 siz>0 et f(x)=0 siz<O0.
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3. Loi de X? + X3

N t
(a) Soit & > 0 fixé. A I'aide du changement de variable u = \/j , montrer 'existence de
T

/x ! dt et d 1
—————dt et donner sa valeur.
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(b) Déterminer a laide de (R) la loi de X7 + X2.
4. Loide X7 + X5+ -+ X2
(a) Soit r un entier naturel supérieur ou égal a deux.
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Soit z > 0. A l'aide du changement de variable § = arcsin /1 — —, montrer que
x

xT t%_l
I'intégrale / dt converge et que l'on a 1’égalité
0
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ol pour tout entier n € N, W,, désigne l'intégrale : W,, = / (cos0)"d6.
0



(b) Soit r un entier naturel non nul.
Prouver, a l’aide de (R) et par récurrence sur r que que la variable X7+ X2+ - -+ X?
admet une densité f,. définie par :

frl)=Chzzle™? siz >0, et fo(z)=0 siz<0,

ou C,. est une constante que 1’on déterminera dans la suite du probleme.

5. Calcul de C et Cs.
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(a) Calculer ——dx a laide du changement de variable ¢ = /z.
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(b) En déduire la constante Cy et vérifier ce résultat avec la question 2.

(c¢) Déterminer la valeur de la constante Cs.

6. Calcul des C,.

Soit r un nombre entier non nul.
t
(a) Soient 0 < & < t. A 'aide d’une intégration par parties, exprimer l’intégrale/ rze”2dx
€
t
en fonction de l'intégrale / z2 e 2 dx.
I
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7 . , . . , r_ _z .
En déduire par récurrence l'existence de l'intégrale J, := / 2 'e"2dx et expri-
0

mer J,,o en fonction de J,.

(b) Donner les expressions de Joi en fonction de l'entier k& € N* et de Jo 41 en fonction

de k € N.
(c) Prouver
. 1
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— pour tout k € N, Copyq =

V2 (26)!

SECOND PROBLEME - Fonctions de survie

Préliminaires

Soit X une variable aléatoire définie sur 'espace (£2,.4, P) admettant une densité f nulle sur
R* et continue sur R,. On note F' la fonction de répartition de X.
On pose pour tout x de R :

o) = [ o

1. Montrer que, pour tout = de Ry, on a : ¢(z) = / [1 - F(t)] dt — x [1 — F(a:)}
0



2. On suppose dans cette question que X admet une espérance mathématique, que 1’on
notera E(X).

+oo
(a) Etablir, pour tout x de Ry, l'inégalité : 0 < z ft)dt < E(X) — p(z).
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(b) En déduire que lim z [1— F(z)] = 0. Prouver alors F(X) = [ [1—F(t)] dt.
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3. On suppose dans cette question que 'intégrale / [1 - F (t)} dt est convergente.
0

(a) Montrer que ¢ est dérivable sur R,. En désignant par ¢ la dérivée de ¢, calculer
pour tout = de R, ¢ (x), et en déduire les variations de ¢ sur R.

(b) Justifier le fait que ¢ admet une limite en +oo. En déduire que X admet une
espérance mathématique, que I'on notera F(X).

4. Dresser en une seule phrase le bilan des questions 2 et 3.

Partie 1

On désigne par fonction de survie de la variable X, la fonction S définie sur R, par
Ve >0, S(x)=P(X >z)=1- F(z)
1. Soit z un réel positif tel que S(x) > 0.

(a) Déterminer la fonction de répartition F )[(X>I] de X conditionnée par I'événement
[X > z]. ( En d’autres termes, déterminer pour tout ¢ réel P (X <t /X > z))

(b) En déduire une densité f )[(XN} de la variable X conditionnée par I’événement [X > x].

(c) On désigne par Ex-, (X —x) l'espérance de la variable X — z conditionnée par
I'événement [X > z|. Prouver que

Exon (X — ) = ﬁ/ St

2. Soit g une fonction définie sur R, strictement positive et dérivable.

(a) Montrer que les fonctions S définies et continues sur R, telles que, pour tout = de
R,, g(z) = ﬁ f;oo S(t)dt, vérifient I’équation différentielle :

S (@)g(a) = =S(a) x (1+())

(b) Déterminer, quand cela est possible, les fonctions de survie de la variable X dans
chacune des situations suivantes :

o Vx>0, Exs, (X —2)=a
o Vr>0,FEx-,(X—z)=a+=zx

o Va >0, Exsy (X —a) = -1



Partie 2

Dans toute la suite du probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1, et 1'on
considere n variables aléatoires X1, Xo, - - -, X,, définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P),
indépendantes, qui suivent toutes la loi exponentielle de parametre \ > 0.

On définit la variable S,, définie par :

Sn = sup <X17X27 T 7Xn>

Ainsi : Yw € Q, S, (w) = max (X3 (w), Xo(w), -+, Xp(w))
1. (a) Déterminer la fonction de répartition F,, de S,,.

(b) En déduire que S,, est une variable a densité, et déterminer une densité f,, de S,,.
2. (a) Montrer que 'intégrale f0+°° [1— F,(t)] dt est convergente (on ne cherchera pas a

calculer cette intégrale).

(b) En déduire que S,, admet une espérance, notée F (S,,).
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(b) Justifier la convergence de l'intégrale / d:z: et établir la relation :
0

1L [f1—(1-
n:—/ xdw
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3. Calcul de l’espérance de S,

(a) Montrer que E (S,) =

>/I'—‘
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(¢) Montrer que F (S,) =

> =
| =

k=1

4. Etude asymptotique de ’espérance de 5,,.
(a) Montrer que, pour tout entier n de N*, on a : In(n) < Z £ <1+1In(n).

(b) En déduire un équivalent de E (S,,) quand n tend vers +oo

(¢) Montrer que la série de terme général uy, = 1 +In(k) — In(k + 1), pour k appartenant

a N* est convergente.

(d) En déduire que la suite de terme général E (S,) — 5 In(n), pour n appartenant a N*,

est convergente.



