Correction du devoir n°14

Premier probléeme
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2. X? est une variable a densité a valeurs dans RT, et Vo > 0, P(X? < z) = P(—2 < X; < 2).
Comme X est a densité, on a P(—y/z < X1 < \f) = P(—Vz < X1 < V) = Fx,(v/z) — Fx, (=), donc
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3. (a) Par changement de variable v = 2 — ¢, on constate que pour 0 < b < x, on a, sous réserve de convergence
T
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1. Vz e R, p(z) =

dv, donc la convergence en 0 équivaut a celle en x.
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(b) X? et X2 sont indépendantes, X7 + X3 est & valeurs dans RT, donc une densité de X7 + X7 est donnée

par :
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Ve € R, h(z) = 0siz < Oet pourxz > 0, h(z) = / f@) fx —t)dt; or V& < 0, f(¢t) = 0 donc
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h(z) = /O+OO f(t) f(x—t)dt; de méme f(x—t) = 0 pour ¢t > x donc finalement h(x / f(t)
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d’aprés le calcul précédent.

4. (a) L’intégrale = dt est impropre en x; soit a € R tel que 0 < a < z,on a :

t
—arcsmu — donc sin® 9—1—76452811190089(219——7(2115 t=mxcos?f, Vo —t = /T sinb,
x

jus
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donc / dt =227 cos" 19 do.
0 Vx_t arcsin(4/1—%)

a 451 . El T, bl T,
lim dt = lim 227 = / cos™ 1 9do =227 / cos" 1 Hdo = 29571Wr,1.
a=w Jo VT —t a—=w arcsin(y/1—2) 0

(b) Initialisation : 7 = 2, une densité de X7 + X2 est donnée par fo(z) =

(NG

pour z > 0 et fo(x) =0 pour
x < 0, donc Cy = =

Soit 7 > 2, on suppose qu’'une densité fT de X? +---+ X2 est donnée par Vz € R, f,.(z) = C, rile™2
et f.(x) = 0 sinon. Les variables X7 +- - -+ X? 2 et X2, sont indépendantes, donc une densité est donnée

“+o0
par Ve € B, fy(z) = / f(t) fo — 1) dt

fr et f étant nulles sur R™, on a Vo < 0, f.11(z) =0et Vo € RT, f.\(z / fr(@t) flz—t)dt.
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5. (a) et (b) ; de = 2/0 z dt = V2, donc Cy =

question [2] ce qui est en accord avec l'expression de f.
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(c) Oy a déja été calculé et vaut —.



6. (a) On pose v(z) =22 donc v/'(z) = 5z2~'; u/(z) =e 2 et u(z) = —2e~ 2. On a alors :

t t
/ whe dr = [—22%e 3]l +2x f/ a5 le"3dr; lim —2¢%e5 =0, lim —2t3e"% =0 donc
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on montre par récurrence sur r que Vr > 1, J, converge et J. o =1 J, :

Initialisation : soit k=1, J; = v27m et Jo =2
Soit k£ > 1; on suppose que Jop, et Jop_1 convergent.
t

D’aprés le calcul précédent, Jopi1 = lim (2k — 1)/ e e 5 dr = (2k—1) Jop—1

t — +oo
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De méme, Joi42 = lim 2k/ r2e 2de =2k Joy
I

t — 4o
e—0

Donc Jap 42 et Jorpy1 convergent et la récurrence est établie.
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(b) On montre par récurrence que Vk € N, Jopy1 = 2k —1)(2k—3) x -+ x3 x J; = (2;2' V2

De méme, Vk €N, Jop = (2k —2) (2k —4) x --- x 2 x Jy = 2" (k= 1)! x 2 = 2% (k — 1)!
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(¢c) fr est une densité de probabilité donc / fr(xz)dz = 1 = C, x J,. ; on obtient ainsi les valeurs annoncées
0

de Cgk et Cgk+1 .

Deuxiéme probléme

Préliminaires
xT

1. (p(x)—/Omtf(t)dt—[tF(t)}g—/OwF(t)dt—:L’F(:E)—/OxF(t)dt;or/o 1dt = x donc
gp(w):xF(x)—x-i-/o 1dt—/0 F(t)dt:—x(l—F(x))-i—/o (1—F(t))dt
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2. (a) E(x) = / tf(t)dt = /0 t f(t) d¢ puisque f est nulle sur | — oo, 0].

—00
oo

+oo +o0 +
B(z)—o(2) :/ £ F (1) dt >/ s ft)dt =z [ f(t)dt >0, car Vit € [z, +00], t >z donc t £(£) > o F(L).
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(b) On a EIE p(z) = / t f(t)dt = E(X) puisque E(X) existe.
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E@)—p(z)=z | f@t)dt==x [F(t)]Ioo = :r(lfF(a:)) Donc zgr}rloo z(1—F(z)) = IEIEOO E(z) — ¢(z) =0.

E ¢ 1 ion de ¢ : E(z) = i — (1-tFW)at— 1im z(1-F@)) =
n reprenant 'expression de ¢ : E(x) z;rf@g@(m) Jm ; (t) I;rfmm( (z)
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/ (1ftF(t)>dt—O
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3.(a) t >t f(t) est continue sur R* donc x — / t f(t)dt est de classe ¢! sur R et a pour dérivée z +— z f(z).
0

Donc ¢ est dérivable, et méme de classe €1 et Vz > 0, ¢/(z) = z f(z).

xT
(b) ¢ est croissante sur R et Vo > 0, p(x) < / (1 - tF(t))dt, puisque 1 — F' est & valeurs positives.
+0oo 0 .
Comme / (1 — tF(t))dt converge, ¢ est majorée sur RT. Etant croissante et majorée, ¢ admet une
0
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limite finie en +o00, donc lim ¢(z) = / tf(t)dt = E(X).
0
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4. La question [2l montre que si E(X) existe, alors / t f(t) dt converge; la question [3| établit la réciproque,
0

+oo
donc E(X) existe <— / t f(t)dt converge.
0

Partie 1

0
L. (a) P(X <t/ X > :c) = { Pg(i)ig)t)
St

sit<ux
sinon

donc si t > z, F)[(X>x] (t) = Sz) = 5(t) et F)[(X>x] t) =0

S(x)

o v S'(t) _ f(t)
(b) F est de classe ¢! sur |0, +oo], donc S aussi. Ainsi )[(X> ](t) =— S) = 5)

sinon.

sit > x et 0 sinon.

+oo
c¢) D’aprés les préliminaires, si E'x~. (X —x) existe, alors 1-FE>T ) ar converge et vaut Ex~.(X — x).
b'e
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Exso(X — 1) = /OHo (1 — plX>al (t)) dt =0+ /:OO 5((;)) dt = S(la?) /0%o S(t) dt

(t)dt; g s’exprime en fonction de S et d’une primitive de S, donc g est dérivable,

1 +oo
2. (a) Soit g(z) = 5@ S

et méme de classe €' sur RT.

Ve 20, ¢'(z) = —5;((5)) +o§(t) dt +

1
S(x)
I’équation différentielle annoncée.

(b) ® Exs.(X —z) = a donne Yz > 0, S'(x)a = —(1 + 0)S(z) donc S(x) = Ke */; a condition que a
soit non nul. Comme F(z) =1 — K e~%/% avec F(0) = 0, on en déduit K = 1.

S'(x) . .
x (=S(z)) = -1— S) g(x), g est donc bien solution de

S(x) = e /0

¢ Ex>.(X —z)=a+x donne Vz > 0, S’(z) (a + ) = —2 S(x) donc il existe une constante K telle

que Yz > 0, S(x) = CESEh A nouveau, F(z) =1 — ﬁ donc K = a? puisque F(0) = 0.

o Fxsu(X —1) . donne Vz > 0 () 1 o S(x), donc S vérifie
. — = s = — — 5 Vi :
x> a+z a+x (a+x)?

1 2
S'(z) + (a—i—x + m) S(x) = 0 et il existe K € R tel que Vo > 0, S(z) = K (a +z)e ** "z,

1
F(0) = 0 entraine K =

a

Partie 2
1. (a) Soit t € R, [S, < 1] = [X1 <t]N...N [Xn < t], done Fy(t) = p([x1 <HN...N[X, < t]) = F(t)"
Donc F,(t) = (1 —e )" si ¢t > 0 et 0 sinon.

(b) F, est continue sur R, de classe ¢! sauf en 0, donc S,, est une variable a densité et par exemple,
fa(t) =nXe™ (1 - e’”)nf1 sit >0 et 0 sinon.

2.(a) 1-F,(t) =1-(1—e )" =1- Z (Z) (=1)% e~ ¥ (formule du binome)
k=0
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(b) Chacune des intégrales / e ! dt est convergente, donc / (1 = F,(t)) dt converge, et d’apres les
0 0
préliminaires, .S,, admet une espérance.

e ~ (1 I — (1 1~ (k) )k_l
3.(a) E(S,) = 1—F,(t)dt = — -1 e it = — — ==
@ B = [ a-m@a=-3 () | > (1)1 AZ
(b) Cette intégrale est impropre en 0, mais 1 — (1 — )" ~o T donc elle est faussement impropre, et par
z—
conséquent, convergente.
1_<1_I)n:1_z<k> Z(Z) 1)¥~12* done
k=0 k=1
1 n n 1 n k—1
1-(1-2) (”) k—1 k—1 (n) (-1)
—dx = (-1) " rdx = e
. I/ (-t 1 f1—(1—2)"
A E(S,) =~ — == —d
insi, E(Sp) N2 (k) ’ )\/0 - x
11— —-a)"tt 1-Q1—2)" 1t 1
E(Spt1) — E(Sp) = < — de = — 1l—z)"de=—+—,d
© Bun) -6 =5 [ (F5 L S
I -1
E(S, =~ -
(5 =525
k=1
4. (a) Soit k € N*, Vz € [k, k + 1], ! <1<1d
. i < — < = don
a) So x PrISTSE onc
/kH ! d</k+11d< kﬂld it L <ln(k+1) 1k<1
X - X 7 ) SO X - X 7
; P x : Sz : 7 4z, soi 1 n n 2
n—1 1 n—1 1 n 1 1
En sommant pour 1 < k < n — 1, on obtient k+1<1nn< %:ngﬁ
k=1 k=1 k=1
n—1 n n
1 1 1
Zm:Z%—ldOnClnn ZE -l-lnn
k=1 k=1 k=1
AE(Sy) 1
(b) En divisant ’encadrement précédent par Inn, qui est > 0 pour n > 2, on obtient : 1 < I < 1+1—
nn nn
AE(S, 1
lim AE(Sn) =1donc| E(S,) ~ sl
n—-+oo lnn n—o0 /\
n—1 n— 11 n 1 1
(c¢) Calculons la somme partielle d’ordre n—1 de cette série : U,,—; = ; up = ]; ——In ]; %flnnfﬁ

1
D’aprés la question on adonc —— < Up,—1 <1——.> u, est une série a termes positifs dont la suite

n
des sommes partielles est majorée (par 1) donc c’est une série convergente.

n>1
converge.



