Corrigé du devoir maison n° 16

|Probléme I |

aVv o A% ,
L (a) 5-(2y) =¢(2), yy(ﬂs,y)lb (y) donc
1% ov
a? (1 - V)5, @) =y(1- $)28*y(x7y) = 2 (1-y)¢'(@) =y (1 -2)*¢(y) ()
(b) v / _ 1 _'TQ Z/W(?J) N / 4 A
x>0, ¢(x) = e m— ) Dans la mesure o ¢'(z) ne dépend pas de y, on peut considérer que

2+ 1
72

V' (y)
1-y

est contant, égal a A. On obtient alors p(z) = A <
Ay —1)

) + B ou B est une constante réelle.

En remplacant dans (%), il vient 9'(y) = douv(y)=A (y—Iny)+C, C eR.

Un couple (g, 1) possible est par exemple :

1
cp:zr—>1+?, Yv:y—y—Iny

2. (a) Notons f et g respectivement les fonctions ¢ — x(t +T') et t — y(t + T'), si = et y vérifient (S) alors :

ff)=2'(t+T)=2*t+T)(1—yt+T)) = f(t) (1 —g(t)); et
g =y (t+T)=yt+T)(1-at+1)" = g(t) (1 - f(t)".
Donc f et g vérifient également (S).
o i % L0V
(b) La dérivée de la fonction ¢ — V (z(t),y(t)) est t — 2'(t) %(x(t), y(t)) +y'(t) En (z(t), y(1)).

Ora/(t)=22(1—vy), y'(t)=—y(l—2)?etV estsolution de (E), donc
ov ov ov ov
- (2(®),y(1) + ' (1) 5 (2(1), y(t) = 2° (1 —y) o (2(t), y(t)) —y (1 — 2)* 5~ (2(t),y(t)) = 0.
Jr y ox dy
On en déduit que la fonction ¢ — V ((t),y(t)) est constante.
e yy_1
3. Viz,y) == y+ln(x2) x+5

(a) V admet des dérivées partielles d’ordre 1 en tout point de son ensemble de définition et

2 1 oV 1
%(x, y)=1- p + por 8—y(x7 y)=—-1+ " de méme V admet des dérivées partielles d’ordre 2 en tout
ov? ov? oV?2 2 2 9v? 2
i t t = - = O —_— e — —, , —_
pomt ¢ Oxdy (@y) Oyox (z,9) T 922 (z,9) z2 23 Oy? (@) y?

(b) Comme V admet des dérivées partielles d’ordre 1 en tout point de son ensemble de définition, elle ne
peut admettre un extremum local qu’en un point critique. On résout alors le systéme :

ov 2 1 1\?
—(x, =0 1—— —=(1-= =
Ox (@,9) x + x? ( x) 0
— — x=y=1
%(x’y) —0 14 1 0 V' admet un unique point critique : (1, 1)
Y

‘ V admet un extremum local en M (z,y) ==y =1 ‘

(¢) On peut poser x = 1+h, y = 1+k avec h et k tendant vers 0, et faire un développement limité a 'ordre
2 en k et 3 en h (car on constate que les termes en h et en h? se simplifient) :

1
VA +h 14k =V(1,1) = (14+h) = (14 k) + In(L 4+ k) =2 (1 +h) = 7= +1

k? 2 h? 3 2_ 13 3

=h—k+ k—3+o(k) -2 h—7+§+o(h) — (I=h+n*=h*+o(h%) +1
1

:7k2+§h3+o(kz2)+o(h3).En prenant k = 0, on obtient :

1
VA+h1)-V(1,1) = —|—§ h* + o(h®) donc n’est pas de signe constant au voisinage de (1,1).

‘ V n’admet pas d’extremum local en (1,1) ‘




(a)

X et Y sont strictement positifs sur R donc on peut écrire en faisant le quotient membre & membre des

X (1—Y(t)> ( X(t)

2
deus équations de (S) : Vt € R, t)) , puis en séparant les variables :

Y/(t) Y (t) 1—-X(
o (L2XOY _ ypy (LX)
Vi e R, X'(¢) ( X0 =-Y'(t) %0
X'(t) L—i—l—l =Y'(t) R d’ou en intégrant :
X2 T X = %0 ou e égrant :
BOR 2In(X(t)) + X(t) =Y(t) —In (Y (t)) + C (C constante réelle) et en composant par
exp :
Vt € R o (X0~ xig) _ con(vi). leule ensuite la constant tt=0
, X200 =e OR on calcule ensuite la constante en prenant ¢ = 0 comme
valeur particuliére : X (0) =2 et Y(0) =1 donc K =e~¢ = %
e
—1)e 4 —1)2el7
u et v sont dérivables sur |0, +oo[ et Vt > 0, u'(t) = t=be V' (t) = —= x (t=D7er

(2 Ve 4
Donc u est décroissante sur ]0,1[ et croissante sur |1, +oo[ donc admet un minimum en ¢t = 1 égal a e
(u(1) = e); v est strictement croissante.
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’ 1‘,20—> u(t) tz'—> v(t)
i. Y est positif (admis en début de question) sur R, donc par composition de fonctions, u oY est
supérieur a e sur R.
v(2) = e et v est strictement croissante, et comme v o X > e, on déduit X > 2 pour tout ¢ € R.

ii. Soit z > 2; la restriction de u a |0, 1] réalise une bijection décroissante vers ]2, +oo[ donc I’équation

ey 4 e

— = 7 x —5— admet une solution unique a(z) appartenant a |0, 1[. Le raisonnement est identique
Yy e x

sur |1, 400

iii. Par le méme raisonnement, X =2 = Y =1, et en calculant X’ et Y’ grace aux deux équations de
(8), on obtient X'(t) =0et Y'(t) = —1.



