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« La constante d’Euler - Probabilités »

' EXERCICE |

Un bovin d’une race donnée est susceptible d’étre atteint d’insuffisance rénale qui peut étre unilatérale ou
bilatérale. On admet que pour cette race, la probabilité d’étre atteint d’une insuffisance du rein droit est égale
a la probabilité d’étre atteint d’une insuffisance du rein gauche et que ces deux affections sont indépendantes.
On note p cette probabilité.

On considere les événements suivants :

e M : «’animal est atteint d’insuffisance rénale »

e D : «l'animal est atteint d’insuffisance rénale du rein droit »

e (G : «l’animal est atteint d’insuffisance rénale du rein gauche »

e U : «l’animal est atteint d’insuffisance rénale unilatérale »

e B : «l’animal est atteint d’insuffisance rénale bilatérale »

Leurs événements contraires sont respectivement notés : M, D, G, U, B.

1. Calculer, en fonction de p, la probabilité des événements DNG et I D ﬂg.
En déduire I'indépendance des événements D et G d’une part, et D et G d’autre part.

2. Pour un animal quelconque, calculer en fonction de p la probabilité py de n’avoir aucun rein atteint, la
probabilité p; de n’avoir qu’un seul rein atteint, la probabilité p, d’avoir les deux reins atteints.

3. On considére un animal atteint d’insuffisance rénale, calculer la probabilité qu’il ait une insuffisance
unilatérale.

4. Soit un animal atteint d’insuffisance rénale du rein droit. Calculer la probabilité que son insuffisance soit
unilatérale.

PROBLEME

Partie 1 Résultats préliminaires
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1. Vérifi tout enti k>2:7—7 S <——7. (1
érifier que, pour tout entier k > e v e T & (1)
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(a) En déduire la convergence de la série de terme général 72
(b) Déduire également des inégalités (1) un encadrement du reste défini par R, := Z w2 puis un
k=n
équivalent de R,, quand n tend vers l'infini.
2. Justifi tout entier k > 2 : < — ! ! 1
ustifier que pour tout entier - - .
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En déduire la convergence de la série de terme général — = et la majoration : Z 5= m

k=n

Partie 2 Définition et encadrement de la constante d’Euler
|
On pose u, = — —Inn.
=1 k
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1. Montrer que u, — un+1 ~ — quand n tend vers I'infini. Que peut-on en déduire quant aux variations de

2n?
la suite (uy)?



. 1 . .
2. On rappelle que la fonction x — —, z > 0, est convexe et que, comme telle, sa courbe représentative est
en dessous de ses cordes.

1 k+1 1 1
Montrer pour tout entier naturel k£ non nul I’encadrement : Pl <In —]: < % (k + k—!—l) (11 est

vivement conseillé d’illustrer votre propos par un schéma)

3. En déduire que la suite (u,,) converge puis que, si 'on pose v = limu,,, on a % <~y< 1L

Partie 3 Un calcul approché de ~
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1. (a) Montrer que : Vt € [0, 3], 5~ gt?’ <Iln(l4+t)———< §t2.

14+t~
(b) En déduire un encadrement de uj — ug41 pour k > 2.
+oo
(c) Calculer Y (ug — ug41) en fonction de wu, et de ~.
k=n

(d) En utilisant les questions précédentes et les résultats de la premiére partie, montrer que :
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Vn>92 — - 2 <y, < — .
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2. On cherche & déterminer une valeur approchée de v & 1076 pres.

e Quelle est, en vertu de I'encadrement précédent, la plus petite valeur ng de n telle que le calcul de u,
permette d’obtenir une telle valeur (on se contentera de donner un ordre de grandeur de n sous la forme
d’une puissance de 10) ?

e Ecrire un script MATLAB ou SCILAB permettant de déterminer ng.

e Exprimer en fonction de u,, une valeur approchée par défaut de v & 107% pres.

- fin -



